
Ðàáîòà íà ÝÂÌ è ïðîãðàììèðîâàíèå, ìåõìàò, 2 êóðñ 2 ïîòîê

Òåìà 9. Ãðàôû

Îáõîäû, ïîèñê

Ãðàô � ìíîæåñòâà âåðøèí è ðåáåð.
Îðèåíòèðîâàííûé è íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàôû.
Åñòü ðàçíûå äðóãèå ñâîéñòâà (ïëàíàðíûé, äâóäîëüíûé . . . ) � ìû â òåîðèþ ãðàôîâ

íå ëåçåì. Ïðîñòî çíàêîìñòâî ñ íåêîòîðûìè àëãîðèòìàìè è íàìåêè ïî ðåàëèçàöèè.
Ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôîâ.
1. Ìàòðèöà èíöèäåíòíîñòè. ai,j � ñîîòâåòñòâóåò ðåáðó èç âåðøèíû i â âåðøèíó j.

Äëÿ íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òðåóãîëüíóþ ÷àñòü.
2. Ïî ïðèíöèïó ññûëî÷íîé ðåàëèçàöèè. Âåðøèíà � óçåë ñî ñïèñêîì (ìàññèâîì)

óêàçàòåëåé íà ñîñåäåé.
Äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè êàæäîãî ñïîñîáà î÷åâèäíû.
Áàçîâûå àëãîðèòìû.
Ïîèñê êîíêðåòíîé âåðøèíû.
Îáíàðóæåíèå öèêëîâ.
Ïîèñê îäíîãî èëè âñåõ ïóòåé èç âåðøèíû â âåðøèíó.
Ïîèñê ïóòè ñ ìèíèìàëüíûì (ìàêñèìàëüíûì) âåñîì.
Åñòü åùå ìíîæåñòâî çàäà÷. Äëÿ íåêîòîðûõ àëãîðèòìû íåòðèâèàëüíû.
Çäåñü ðàññìàòðèâàåì äâà ôóíäàìåíòàëüíûõ àëãîðèòìà. Ïîèñê â øèðèíó è ïîèñê

â ãëóáèíó.

Ïîèñê â øèðèíó

Äàíà âåðøèíà A. Îïðåäåëèòü íà êàêîì ðàññòîÿíèè (ïî ÷èñëó ðåáåð) íàõîäèòñÿ îò íåå
âåðøèíà B.

Ïóñêàåì èç âåðøèíû A âîëíó, êîòîðàÿ çà îäèí øàã ïðîäâèãàåòñÿ íà ðàññòîÿíèå
îäíîãî ðåáðà. Êàæäûé øàã ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû îòìå÷àåòñÿ íîìåðàìè 0, 1, 2, íà
âåðøèíàõ, íàõîäÿùèõñÿ íà ôðîíòå âîëíû.

Ôîðìàëüíî. Ïóñòü M � ãðàíè÷íîå ìíîæåñòâî (ôðîíò âîëíû). Îáîçíà÷èì x(k) �
âåðøèíå x óñòàíàâëèâàåòñÿ ìåòêà k, x.label � ìåòêà âåðøèíû x.

øàã 0. Ïîñòàâèòü âî âñåõ âåðøèíàõ ìåòêó −1 (íå ïîñåùàëàñü). M = ∅.
øàã 1. A(0). Äîáàâèòü A â M .
øàã 2. Èíâàðèàíò: âñå âåðøèíû èç M èìåþò îäíó è òó æå ìåòêó (áóäåì åå îáî-

çíà÷àòü M.label).

k = M.label
äëÿ êàæäîé âåðøèíû x èç M {

äëÿ êàæäîãî ñîñåäà y âåðøèíû x {
åñëè y.label == -1 òî {

y(k+1)
äîáàâèòü y â M

}
}
óäàëèòü x èç M

}
óòâ: M.label == k+1

Øàã 2 ïîâòîðÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà â M íå áóäåò äîáàâëåíà âåðøèíà B. Ìåòêà
âåðøèíû B ïðè åå äîáàâëåíèè â M è åñòü åå èñêîìîå ðàññòîÿíèå îò A.

Åñëè ïðè íåêîòîðîì ïðîõîäå ïîëíîãî øàãà 2 íå áûëî äîáàâëåíèé íîâûõ âåðøèí â
ìíîæåñòâî M è ïðè ýòîì âåðøèíà B åùå íå äîñòèãíóòà, òî çíà÷èò âåðøèíû A è B íå
ñâÿçàíû, è àëãîðèòì çåâåðøàåòñÿ.
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Íàèáîëåå åñòåñòâåííàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà íà îñíîâå î÷åðåäè, õðàíÿùåé âåðøè-
íû èç M. Èç ãîëîâû î÷åðåäè èçâëåêàåòñÿ âåðøèíà è âñå åå íåïîñåùåííûå ðàíåå ñîñåäè
ïîìåùàþòñÿ â êîíåö î÷åðåäè ñ íîâûì çíà÷åíèåì ìåòêè. ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ ëèáî
äîáàâëåíèåì âåðøèíû B â î÷åðåäü, ëèáî îïóñòîøåíèåì ýòîé î÷åðåäè (âñå èçâëåêëè,
íî íè÷åãî íå äîáàâèëè)

Îáíàðóæåíèå öèêëîâ è ïîèñê ïóòåé.
øàã 2.

k = M.label
äëÿ êàæäîé âåðøèíû x èç M {

äëÿ êàæäîãî ñîñåäà y âåðøèíû x {
åñëè y.label == -1 òî {

y(k+1)
äîáàâèòü y â M

} èíà÷å {
åñòü öèêë íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà
(ñòîëêíóëèñü äâà ôðîíòà âîëíû)

}
}
óäàëèòü x èç M

}

Ïóòü èç A â B îïðåäåëÿåòñÿ èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Ó âåðøèíû ñ ìåòêîé k
äîëæåí áûòü õîòÿ áû îäèí ñîñåä ñ ìåòêîé k− 1, ó ýòîãî ñîñåäà � ñîñåä ñ ìåòêîé k− 2
è òàê äî A(0).

Ñëîæíîñòü: êîëè÷åñòâî âåðøèí + êîëè÷åñòâî ðåáåð

Ïîèñê â ãëóáèíó

Çíàêîìûé íàì ðåêóðñèâíûé îáõîä, ñòàðòóÿ èç äàííîé âåðøèíû � DepthSearch(A, B).
×òîáû íå ïîïàñòü íà öèêë, êðàñèì âåðøèíû ïî õîäó äåëà â òðè öâåòà � áåëûé,

ñåðûé, ÷åðíûé:
áåëûé � íå áûëà ïîñåùåíà;
ñåðûé � ïîñåùåíà íà ïðîõîäå âíèç;
÷åðíûé � îêîí÷àòåëüíî îáðàáîòàíà.
Ïðåäâàðèòåëüíî âñå âåðøèíû ïîêðàøåíû â áåëûé: x.color = White.

bool DepthSearch(C, B) {
åñëè C==B (ò.å. ïîïàëè êóäà íàäî),
òî îáðàòíàÿ öåïî÷êà ïî ðåêóðñèè è åñòü èñêîìûé ïóòü,
return true

åñëè C.color != White return false
// åñëè == Gray, òî ýòî öèêë îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà

C.color = Gray
äëÿ êàæäîãî ñîñåäà x âåðøèíû C {

DepthSearch(x, B)
}
C.color = Black
îáðàáàòûâàåì C, åñëè íàäî.
return false

}

Î÷åíü åñòåñòâåííî îáíàðóæèâàþòñÿ âñå ïóòè.
Ñëîæíîñòü: êîëè÷åñòâî âåðøèí + êîëè÷åñòâî ðåáåð.
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Àëãîðèòì Äåéêñòðû

Ïîèñê ïóòè èç A â B ñ íàèìåíüøèì âåñîì (âåñ èìåþò ðåáðà).
Ìîäèôèöèðîâàííûé ïîèñê â øèðèíó.
Ìåòêà âåðøèíû � åå ðàññòîÿíèå îò À â ñìûñëå ñóììû âåñîâ ðåáåð âäîëü íàéäåí-

íîãî ïóòè.
w(x, y) � âåñ ðåáðà èç x â y.
øàã 0. ïîìåòèòü âñå âåðøèíû ìåòêîé �áåñêîíå÷íîñòü�. M = ∅.
øàã 1. A(0). Äîáàâèòü A â M .
øàã 2. Åñòü íåïóñòîå ãðàíè÷íîå ìíîæåñòâî M .

// äëÿ âñåõ òî÷åê M è òî÷åê ``âíóòðè'' M èçâåñòíû äëèíû
// êðàò÷àéøèõ ïóòåé îò À ÷åðåç ïðîñìîòðåííûå òî÷êè
Âûáèðàåì èç M âåðøèíó x c íàèìåíüøèì âåñîì.
äëÿ êàæäîãî ñîñåäà y âåðøèíû x {

åñëè âåñ(y) > âåñ(x) + w(x,y) òî {
âåñ(y) = âåñ(x) + w(x,y)
äîáàâèòü y â M

}
}
óäàëèòü x èç M
ïîâòîðÿòü øàã 2, ïîêà íå áóäóò ðàññìîòðåíû âñå ðåáðà, âõîäÿùèå â B.

Ïðèìåð äëÿ àëãîðèòìà Äåéêñòðû

Ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå

Ôîðìàëüíàÿ ïîñòàíîâêà. Åñòü äâóäîëüíûé ãðàô, íàäî îñòàâèòü â íåì ìåêñèìàëüíîå
êîëè÷åñòâî ðåáåð ìåæäó ïðàâîé è ëåâîé äîëÿìè òàê, ÷òîáû ýòè ðåáðà íå �ñîïðèêàñà-
ëèñü�, ò.å. ëþáàÿ âåðøèíà èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåáðà.

Ñìûñë çàäà÷è � ðàñïðåäåëåíèå ðåñóðñîâ, èñïîëíèòåëåé è ò.ï. (òàíöû :))))
Åñòü êëàññè÷åñêèé àëãîðèòì Êóíà (Kuhn). Èäåÿ � ïîñòðîåíèå ÷åðåäóþùåéñÿ öå-

ïî÷êè (ïóòè), ãäå âåðøèíû ëåâîé è ïðàâîé äîëåé ÷åðåäóþòñÿ. Äàëåå àëãîðèòèì ïû-
òàåòñÿ óäëèíèòü ýòó öåïî÷êó çà ñ÷åò ïîêà íå çàäåéñòâîâàííûõ âåðøèí. Äëÿ òàêèõ
ïîïûòîê èñïîëüçóåòñÿ ïî ñóòè ïîèñê â ãëóáèíó.

Åñòü òàêæå ñòàíäàðòíàÿ ðåàëèçàöèÿ òàêîãî àëãîðèòìà. Â íåé èñïîëüçóþòñÿ
� îïèñàíèå ãðàôà çàäàíèåì ðåáåð èç ëåâîé äîëè â ïðàâóþ,
� îïèñàíèå ïàðîñî÷åòàíèÿ çàäàíèåì ðåáåð èç ïðàâîé äîëè â ëåâóþ,
� ìàññèâ ðàçìåòêè �ïîñåùåííûõ è èñïîëüçîâàííûõ� âåðøèí äëÿ êîððåêòíîãî ïî-

èñêà â ãëóáèíó.
Îñíîâíàÿ ôóíêöèÿ àëãîðèòìà ïûòàåòñÿ óâåëè÷èòü ïàðîñî÷åòàíèå, äîáàâèâ ê íåìó

íîâîå ðåáðî èç ÷èñëà ñâîáîäíûõ âåðøèí (ëåâîé è ïðàâîé äîëåé).

int n; // ðàçìåðíîñòü ëåâîé äîëè
int k; // ðàçìåðíîñòü ïðàâîé äîëè
vector < vector<int> > g; // ìàññèâ ðåáåð èç ëåâîé äîëè i - g[i][j]
vector<int> mt; // ìàññèâ ïàðîñî÷åòàíèé mt[i] - i (-1 äëÿ ïîêà ñâîáîäíûõ)
vector<char> used; // èñïîëüçîâàííûå âåðøèíû ëåâîé äîëè

bool Kuhn (int v) {
if (used[v]) return false; // íàñ èíòåðåñóþò ñâîáîäíûå v
used[v] = true; // ïîìåòèëè ïðè ïðîõîäå ïîèñêà

// öèêë äëÿ êàæäîãî ñîñåäà v
for (size_t i=0; i<g[v].size(); ++i) {
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// î÷åðåäíîé ñîñåä â ïðàâîé äîëå
int to = g[v][i];
// ïîïûòêà óäëèíèòü ïàðîñî÷åòàíèå
// ëèáî âåðøèíà ïðàâîé äîëè ñâîáîäíà (-1)
// ëèáî íàøëè íîâîå ïàðîñî÷åòàíèå è öåïëÿåì ê íåìó v
if (mt[to] == -1 || Kuhn (mt[to])) {

mt[to] = v;
return true;

}
}
return false;

}

Òàêèì îáðàçîì, Kuhn ñòðîèò ïàðîñî÷åòàíèå, êîòîðîìó îòâå÷àåò öåïî÷êà ñ íà÷àëîì
â âåðøèíå v. Ïåðåáèðàÿ âñå âåðøèíû ëåâîé äîëè, ìû íàéäåì ìàêñèìàëüíóþ öåïî÷êó
è ñîîòâåòñòâåííî ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå.

int main() {
çàäàíèå ãðàôà - ìàññèâ g
îïðåäåëåíèå ìàññèâîâ mt, used
mt.assign (k, -1);
// îñíîâíîé öèêë
for (int v=0; v<n; ++v) {

used.assign (n, false);
try_kuhn (v);

}
// ðåçóëüòàò
for (int i=0; i<k; ++i) {

if (mt[i] != -1) printf ("edge %d %d\n", i, mt[i]);
}

}
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