
Ðàáîòà íà ÝÂÌ è ïðîãðàììèðîâàíèå, ìåõìàò, 2 êóðñ 2 ïîòîê

Òåìà 5. Áûñòðûå äåðåâüÿ ïîèñêà

Â äåðåâî

Òåïåðü äðóãîé ïðèíöèï ïîñòðîåíèÿ áûñòðûõ äåðåâüåâ.
Ðàçâèòèå òåõ æå èäåé, ÷òî â 2-3 äåðåâå, íî íà áîëüøåå êîëè÷åñòâî çíà÷åíèé (êëþ-

÷åé) â âåðùèíå äåðåâà.
Îïðåäåëåíèå. B-äåðåâîì ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ äðåâîâèäíàÿ ñòðóêòóðà, óäîâëå-

òâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
� âåðøèíà äåðåâà ñîäåðæèò ìàññèâ, ñïîñîáíûé âìåñòèòü 2n ýëåìåíòîâ äàííûõ;
� â êàæäîé âåðøèíå ýëåìåíòû äàííûõ ðàñïîëîæåíû â ìàññèâå â ïîðÿäêå âîçðàñ-

òàíèÿ èõ êëþ÷åé.
� êàæäàÿ âåðøèíà, êðîìå êîðíåâîé, ñîäåðæèò íå ìåíåå n è íå áîëåå 2n ýëåìåíòîâ

äàííûõ;
� âåðøèíà, ñîäåðæàùàÿ k ýëåìåíòîâ äàííûõ, èìååò ðîâíî (k + 1) ïîòîìêîâ, ëèáî

ÿâëÿåòñÿ êîíöåâîé, ò.å. íå èìååò ïîòîìêîâ; ïðè ýòîì ãîâîðèì, ÷òî j-é ýëåìåíò èìååò
ëåâîå ïîääåðåâî è ïðàâîå ïîääåðåâî, îïðåäåëÿåìîå ñîîòâåòñòâåííî j-ì è (j + 1)-ì
ïîòîìêàìè;

� äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà òî êëþ÷è âñåõ ýëåìåíòîâ ëåâîãî ïîääåðåâà ìåíüøå, à âñå
ýëåìåíòû ïðàâîãî ïîääåðåâà áîëüøå êëþ÷à ýòîãî ýëåìåíòà (ò.å. êëþ÷è ýëåìåíòîâ è
èõ ïîòîìêîâ óïîðÿäî÷åíû åñòåñòâåííûì îáðàçîì);

� âñå êîíöåâûå âåðøèíû ëåæàò íà îäíîì óðîâíå äåðåâà;
Èëëþñòðàèÿ: B-äåðåâî ïîðÿäêà 2.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ B-äåðåâà ðàñòåò êàê nk, ãäå k � ãëóáèíà

äåðåâà
Ñëîæíîñòü ïîèñêà. ÏóñòüN � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â äåðåâå. Òîãäà ãëóáèíà äå-

ðåâà åñòü O(logn N). Â êàæäîé âåðøèíå áèíàðíûì ïîèñêîì íàõîäèì ëèáî ýëåìåíò, ëè-
áî ññûëêó íà ïîòîìêà, ò.å. çà O(log2 n). Îáùàÿ ñëîæíîñòü O(log2 n·lognN) = O(log2N).

int n_order; // ïîðÿäîê äåðåâà

struct BTreeNode {
T * values; // ìàññèâ ýëåìåíòîâ äëèíû 2*n_order
int size; // êîëè÷åñòâî ïîòîìêîâ
BTreeNode **child; // ìàññèâ óêàçàòåëåé íà ïîòîìêîâ (2*n_order + 1)
BTreeNode *parent;

BTreeNode (int n) {
values = new T[2*n];
child = new BTreeNode*[2*n+1];
for (int i=0; i<2*n+1; i++) child[i] = nullptr;
parent = nullptr;
size = 0;

}
};

// áèíàðíûé ïîèñê â âåðøèíå, ïîëó÷àåò èíäåêñ ýëåìåíòà (åñëè åñòü, return true)
// èëè èíäåêñ óêàçàòåëÿ íà ïîòîìêà (åñëè íåò, return false)
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bool BinSearch (const T &x, T *values, int size, int &index);

BTreeNode *BTreeSearch (BTreeNode * root, const T &x, int &index)
{

if (root == nullptr) {
index = -1;
return nullptr;

}
if (BinSearch (x, root->values, root->size, index)) {

return root;
}
return BTreeSearch (x, root->child[index], index);

}

Äîáàâëåíèå.
Èùåì ïîäõîäÿùåå ìåñòî è äîáàâëÿåì â êîíöåâóþ âåðøèíó. Åñëè ìåñòî åñòü, òî âñå.

Åñëè ìåñòà íåò, òî íåîáõîäèìà áàëàíñèðîâêà. Äâà òèïà áàëàíñèðîâêè: ïåðåáðàñûâàíèå
îò ñîñåäíåé âåðøèíû èëè ðàçäåëåíèå âåðøèíû.

Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ðåêóðñèâíûé âàðèàíò è íåðåêóðñèâíûé (ñ äîáàâëåíèåì óêà-
çàòåëÿ íà ðîäèòåëüñêóþ âåðøèíó).

Íåðåêóðñèâíûé âàðèàíò (íàáðîñîê ñ ìàññîé íåòî÷íîñòåé):

BTreeNode * Add (BTreeNode * root, const T &x)
{

BTreeNode *p = root;
if (root == nullptr) { // ñëó÷àé ïóñòîãî äåðåâà

p = new BTreeNode(n_order);
p->value[0] = x;
p->size = 1;
return p;

}
// ïîèñê íóæíîé êîíöåâîé âåðøèíû
bool r;
int index;
while(true) {

r = BinSearch (x, root->value, root->size, index);
if (r) {îøèáêà --- õ äîëæåí áûòü óíèêàëüíûì}
if (root->child[index] == nullptr) break;
root = root->child[index];

}
// òåïåðü root --- íóæíàÿ êîíöåâàÿ âåðøèíà
// index --- ïîçèöèÿ âñòàâêè
BTreeNode *q = nullptr;
while(true) {

if (root->size < 2*n_order) {
// ìåñòà õâàòàåò
InsertAt(x, root->value, root->size, index, q);
++(root->size);
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return p;
} else {

// à åñëè ìåñòà íåò, òî äåëèì âåðøèíó
q = new BTreeNode(n_order);
// àêêóðàòíî ðàñïðåäåëÿåì ýëåìåíòû
// ñ ó÷åòîì ïîçèöèè âñòàâëåííîãî ýëåìåíòà x
// çíà÷åíèå y --- ñðåäíèé ýëåìåíò
root->size = n_order;
q->size = n_order;
x = y;
if (root->parent) {

// äîáàâëÿåì ëèøíèé ýëåìåíò â ðîäèòåëüñêóþ âåðøèíó (ïðîäîëæàåì öèêë)
q->parent = root->parent;
root = root->parent;

} else { // ò.å. äîáàâëåíèå áûëî â êîðåíü âñåãî äåðåâà
p = new BTreeNode(n_order);
p->value[0] = x;
p->size = 1;
p->child[0] = root;
p->child[1] = q;
root->parent = p;
q->parent = p;
return p;

}
}

}
}

InsertAt(x, root->value, root->size, index, q);
âñòàâëÿåò ýëåìåíò x ïî èíäåêñó index
è óêàçàòåëü íà ïîòîìêà q ïî èíäåêñó index+1

Ðåêóðñèâíûé âàðèàíò. Äîáàâëÿåì â ïîääåðåâî, à íà âûõîäå ïîëó÷àåì äâà ïîääåðåâà
è åùå îäèí ýëåìåíò. Ïîòîì âñå ýòî ñîáèðàåì â ïîëíîå äåðåâî.

bool AddToSubtree (const T &x, BTreeNode *&first, BTreeNode *&second, T &y)
{

bool r;
int index;
r = BinSearch (x, first->value, first->size, index);
BTreeNode *p = first->child[index];
if (p) {

if (AddToSubtree(x, p, second, y)) return true;
} else {

second = 0;
y = x;

}
// òåïåðü äîëæíû âñòàâèòü y è óêàçàòåëü second â òåêóùóþ âåðøèíó
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// íà ìåñòî, îïðåäåëÿåìîå ïîçèöèåé index
if (first->size < 2*n_order) {

InsertAt(y, first->value, first->size, index, second);
++(first->size);
return true;

} else {
p = new BTreeNode(n_order);
àêêóðàòíî âû÷èñëÿåì ïîçèöèè ÷àñòåé ïî çíà÷åíèÿì è óêàçàòåëÿì
îïðåäåëÿåì ñåðåäèííûé ýëåìåíò
ïåðåñûëàåì ïîëîâèíó çíà÷åíèé è óêàçàòåëåé â âåðøèíó p
îñòàâëÿåì ïîëîâèíó çíà÷åíèé è óêàçàòåëåé â âåðøèíå first
y = ñåðåäèííûé ýëåìåíò;
second = p;
return false;

}
}

BTreeNode * Add (BTreeNode *root, const T &x)
{

if (root == nullptr) {
root = new BTreeNode(n_order);
root->value[0] = x;
root->size = 1;
return root;

}
T y;
BTreeNode * first = root, *second;
if (AddToSubtree (x, first, second, y)) return first;

// èíà÷å äîáàâëÿåì â êîðåíü ïî àíàëîãèè
// ñ âîçìîæíûì ñîçäàíèåì íîâîãî êîðíÿ ñ îäíèì ýëåìåíòîì
if (root->size < 2*n_order) {

InsertAt(y, first, first->size, index, second);
return first;

} else {
root = new BTreeNode(n_order);
root->value[0] = y;
root->child[0] = first;
root->child[1] = second;
root->size = 1;
return root;

}
}

Óäàëåíèå.
Èäåéíî � êàê îáû÷íî, ò.å. ôèçè÷åñêè óäàëÿåì òîëüêî èç êîíöåâîé âåðøèíû, à åñëè

óäàëÿåìûé ýëåìåíò íå â êîíöåâîé âðåøèíå, òî ïîäìåíÿåì åãî íà ïîäõîäÿùèé ýëåìåíò
èç êîíöåâîé, è ïîòîì óäàëÿåì ïîäìåííûé ýëåìåíò.
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Åñëè ïðè óäàëåíèè êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â âåðøèíå ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå n, òî ìîæ-
íî âîññòàíîâèòü óñëîâÿ Â-äåðåâà ëèáî ïåðåíîñîì ýëåìåíòîâ èç ñîñåäíèõ âåðøèí äàí-
íîãî óðîâíÿ, ëèáî ñëèÿíèåì ñîñåäíèõ âåðøèí, ïî îáðàòíîé àíàëîãèè ñ ïðîöåäóðîé
ðàçäåëåíèÿ âåðøèí ïðè äîáàâëåíèè.

Õðàíåíèå äåðåâà âî âíåøíåé ïàìÿòè.
Íåáîëüøàÿ ãëóáèíà Â äåðåâüåâ îêàçàëàñü î÷åíü óäîáíà äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ èõ â

áàçàõ äàííûõ ïðè õðàíåíèè íà âíåøíèõ óñòðîéñòâàõ (äèñêàõ). ×òåíèå ñ äèñêà ÿâëÿ-
åòñÿ ìåäëåííîé îïåðàöèåéþ è òàêæå çà îäèí àïïàðàòíûé âûçîâ ÷èòàåòñÿ íåêîòîðàÿ
ïîðöèÿ äàííûõ (îáû÷íî òàêàÿ ïîðöèÿ êðàòíà 1-4 êèëîáàéòàì). Òàêèì îáðàçîì, ìû ìî-
æåì ðàçìåñòèòü äåðåâî öåëèêîì âî âíåøíåé ïàìÿòè, à â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè äåðæàòü
òîëüêî åãî ìàëóþ ÷àñòü, ñ êîòîðîé â äàííûé ìîìåíò ðàáîòàåì. Ïðè íåîáõîäèìîñòè
íåäîñòàþùèå ÷àñòè äåðåâà ñ÷èòûâàþòñÿ ñ äèñêà èëè ñîõðàíÿþòñÿ íà äèñê. Ìàëàÿ ãëó-
áèíà ìèíèìèèðóåò ÷èñëî îáðàùåíèé ê âíåøíåé ïàìÿòè ïðè ïîèñêå è ìîäèôèêàöèè
äåðåâà, ÷òî ïîâûøàåò áûñòðîäåéñòâèå.

Åñëè âñå âåðøèíû äåðåâà çàïèñàíû â ôàéë, òî ïîçèöèÿ êàæäîé îòäåëüíîé âåðøè-
íîé ìîæåò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ ñìåùåíèåì çàïèñè îò íà÷àëà ôàéëà. Òàêèì îáðàçîì, ìû
ìîæåì ìîäèôèöèðîâàòü ñòðóêòóðó óçëà äåðåâà, äîáàâèâ â íåå ýòî ñìåùåíèå. Òîãäà
ìû ñìîæåì çàïèñûâàòü èëè ÷èòàòü ýòó âåðøèíó ïðè íåîáõîäèìîñòè åå ñîõðàíèòü íà
äèñêå èëè çàãðóçèòü â îïåðàòèâíóþ ïàìÿòü.

int n_order; // ïîðÿäîê äåðåâà

struct BTreeNode {
T * values; // ìàññèâ ýëåìåíòîâ äëèíû 2*n_order
int size; // êîëè÷åñòâî ïîòîìêîâ
BTreeNode **child; // ìàññèâ óêàçàòåëåé íà ïîòîìêîâ (2*n_order + 1)
BTreeNode *parent;
size_t *offset; // ìàññèâ ñìåùåíèé ôàéëîâûõ ïîçèöèé äëÿ ïîòîìêîâ

}; äëèíà (2*n_order + 1)

Åñëè ïîòîìîê ðàçìåùåí â ïàìÿòè, òî îí îïðåäåëÿåòñÿ êîððåêòíûì óêàçàòåëåì
child[i], â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ó íàñ åñòü ñìåùåíèå offset[i] è ìû ìîæåì çàãðóçèòü
ýòó âåðøèíó ñ äèñêà â îïåðàòèâíóþ ïàìÿòü.

Èòåðàòîð ïî Â äåðåâó.
Ðåàëèçàöèÿ èòåðàòîðà èäåéíî ïîâòîðÿåò ïðåäûäóùèå èòåðàòîðû ïî äåðåâüÿì, íî

åñòü îäíî ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå. Â ñëó÷àå áèíàðíîãî äåðåâà ìû âñåãäà ïðîõîäèëè
êàæäóþ êîíêðåòíóþ âåðøèíó êàê áû äâà ðàçà � îäèí ðàç ïî ïóòè �âíèç� è îäèí ðàç
ïî ïóòè �ââåðõ�. Ïîýòîìó ìû âñåãäà ìîãäè âûáðàòü íà êàêîì ïðîõîäå íàì ýòó âåðøèíû
ñ÷èòàòü òåêóùåé è êàêàÿ âåðøèíà áóäåò ñ÷èòàòüñÿ ñëåäóþùåé. Â ñëó÷àå Â äåðåâà ìû
ïîïàäàåì â êàæäóþ êîíêðåòíóþ âåðøèíó íåñêîëüêî ðàç � îäèí ðàç ïðè ïðîõîäå �âíèç�
è k + 1 ðàç ïðè ïðîõîäå ââåðõ, ãäå k + 1 åñòü êîëè÷åñòâî ïîòîìêîâ äàííîé âåðøèíû.
Ïðè ýòîì, âîçâðàùÿñü êàæäûé ðàç â îïðåäåëåííóþ âåðøèíó, ìû íå çíàåì ê êàêîìó
ïîòîìêó ìû îòïðàâèëèñü â ïðîøëûé ðàç è ñîîòâåòâåííî êàêîå çíà÷åíèå ýòîé âåðøèíû
èëè êàêîé ïîòîìîê äîëíû áûòü ñëåäóþùèìè. Ó ýòîé ïðîáëåìû åñòü äâà ðåøåíèÿ.

1. Ìîæíî äëÿ êàæäîé âåðøèíû çàïîìèíàòü ïîçèöèþ, ñ êîòîðûé ìû óøëè äëÿ
îáðàáîòêè ïîòîìêà. Âåðíóâøèñü â ýòó âåðøèíó, ìû ïðî÷èòàåì ýòó ïîçèöèþ è îïðåäå-
ëèì ñëåäóþùåãî ïîòîìêà. Äëÿ ýòîãî õðàåíèÿ åñòåòñâåííî èñïîëüçîâàòü ñòåê, êîòîðûé
äîëæåí áûòü ðàâåí ïî ìàêñèìàëüíîé ãëóáèíå ãëóáèíå äàííîãî äåðåâà (ïî àíàëîãèè
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ñ èòåðàòîðîì ïî áèíàðíîìó äåðåâó áåç ññûëêè parent, êîãäà çàïîìèíàëèñü óêàçàòåëü
íà ïðîéäåííóþ â äàííûé ìîìåíò âåòêó äåðåâà). Òàê êàê Â äåðåâî íå î÷åíü ãëóáîêîå,
òî ýòî ñòåê íå áóäåò äëÿ èòåðàòîðà ñëèöêîì îáðåìåíèòåëüíûì.

2. Ìîæíî îïðåäåëÿòü ïðåäûäóùóþ ïîçèöèþ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé. Äåé-
ñòâèòåëüíî, âåðíóâøèñü â âåðøèíó îò íåêîòîðîãî ïîòîìêà, ìû ïðèíåñåì ñ ñîáîé òàê
æå óêàçàòåëü íà ýòîãî ïîòîìêà. Ïîòîì ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíûì ïîèñêîì íàéòè ýòîò
óêàçàòåëü â ìàññèâå child è òåì ñàìûì îïðåäåëèòü ïðåäûäóùóþ è äàëåå ñëåäóþùóþ
ïîçèöèè îòåðàòîðà. Çäåñü âûïîëíÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî ìåäëåííàÿ ïðîöåäóðà ïîñëåäî-
âàòåëüíîãî ïîèñêà, çà÷èñÿùàÿ îò êîëè÷åñòâà çíà÷åíèé â äàííîé âåðøèíå.

Â+ äåðåâî

Åùå îäíà ìîäèôèêàöèÿ Â äåðåâà íàçûâàåòñÿ B+ äåðåâîì. Äëÿ îïèñàíèÿ òàêîé ñòðóê-
òóðû ìû ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî îáû÷íî ýëåìåíò, õðàíÿùååñÿ â äåðåâå ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ïàðó �êëþ÷ � çíà÷åíèå�, ò.å. äåðåâî ðåàëèçóåò îòîáðàæåíå ìíîæåñòâà êëþ÷åé
íà ìíîæåñòâî çíà÷åíèé. Óïîðÿäî÷åííîñòü â äàííîì ñëó÷àå ïðîèñõîäèò ïî êëþ÷àì, à
ñîîâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ïðîñòî èäóò â ïàðó ê êëþ÷àì.

Â B+ äåðåâå êëþ÷è è çíà÷åíèÿ �îòäåëÿþòñÿ� äðóã îò äðóãà, êëþ÷è õðàíÿòñÿ â Â
äåðåâå, à çíà÷åíèÿ õðàíÿòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå îòäåëüíî.

Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â äåðåâå èìåþòñÿ óçëû äâóõ âèäîâ: âíóòðåííèå óç-
ëû äëÿ êëþ÷åé è êîíöåâûå óçëû äëÿ êëþ÷åé è çíà÷åíèé. Ïðè ýòîì âñå çíà÷åíèÿ è
âñå êëþ÷è ïîëíîñòüþ ïðèñóòñòâóþò â êîíöåâûõ âåðøèíàõ, à âî âíóòðåííèõ âåðøè-
íàõ õðàíÿòñÿ òîëüêî êëþ÷è, êîòîðûå ïðè ïîèñêå îáåñïå÷èâàþò ñïóñê äî íåîáõîäè-
ìîé êîíöåâîé âåðøèíû (ïî ïðèíöèïó Â-äåðåâà). Ïðè ýòîì äëÿ îáëåã÷åíèÿ âûáîðà
ïîäõîäÿùåãî êëþ÷à âî âíóòðåííèõ âåðøèíàõ óñëîâèå ñðàâíåíèÿ êëþ÷åé ìîæåò áûòü
îñëàáëåíî âêëþ÷åíèåì ðàâåíñòâà ñ îäíîé ñòîðîíû, íàïðèìåð, â ëåâîì ïîòîìêå îò íåêî-
òîðîãî âíóòðåííåãî êëþ÷à key âñå çíà÷åíèÿ < key, à äëÿ ïðàâîãî ïîòîìêà âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî >= key (ò.å. key � ìèíèìàëüíûé êëþ÷ èç ïðàâîãî ïîääåðåâà). Êîíöåâûå
âåðøèíû òàêæå çàâÿçàíû â äâóíàïðàâëåííûé ñïèñîê (ò.å. íå îòäåëüíûå çíà÷åíèÿ, à
âåðøèíû öåëèêîì). Èòåðàòîð ïî òàêîìó äåðåâó ðåàëèçóåòñÿ ñîâñåì ïðîñòî.

Îïåðàöèè äîáàâëåíèÿ è óäàëåíèÿ ìîäèôèöèðóþòñÿ áåç ïðîáëåì, ïîñêîëüêó äîáàâ-
ëÿåìûé èëè óäàëÿåìûé ýëåìåíò èìååò áëèæàéøèõ ñîñåäåé â ñìûñëå óïîðÿäî÷åííîñòè
êëþ÷åé, äîñòóï ê êîòîðûì ëåãêî îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïî äåðåâó (äëÿ êëþ÷åé) òàê è ïî
ñïèñêó (äëÿ çíà÷åíèé). Ò.å. ìû çíàåì ìåñòî è ìîæåì âñòàâèòü íîâûé ýëåìåíò â äåðåâî
è â ñïèñîê, ëèáî óäàëèòü ýëåìåíò èç ñïèñêà è äåðåâà ñ ñîõðàíåíèåì òðåáóåìûõ ñâÿçåé.

Ïðè ýòîì ìû îïÿòü ïîëó÷àåì âåðøèíû äâóõ òèïîâ, êîòîðûå äîëæíû îäíîðîäíûì
îáðàçîì èäåíòèôèöèðîâàòüñÿ óêàçàòåëÿìè èõ âíóòðåííèõ âåðøèí (ëèáî íà òàêèå æå
âíóòðåííèå, ëèáî íà êà÷åñòâåííî äðóãèå êîíöåâûå). Êàê è ðàíüøå ýòà ïðîáëåìà ëåãêî
ðåøàåòñÿ íàñëåäîâàíèåì êëàññà êîíöåâûõ âåðøøèí îò êëàññà âíóòðåííèõ âåðøèí.
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