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Òåìà 5. Áûñòðûå äåðåâüÿ ïîèñêà

2-3 äåðåâî

Åùå îäèí âàðèàíò ïîñòðîåíèÿ áûñòðîãî äåðåâà ïîèñêà � ýòî òàê íàçûâàåìîå 2-3 äå-
ðåâî. Â ýòîì ñëó÷àå óçåë äåðåâà õðàíèò ëèáî îäíî çíà÷åíèå, ëèáî äâà è ñîîâåòñòâåííî
òàêîé óçåë èìååò ëèáî äâà, ëèáî òðè ïîòîìêà.

Ïîäîáíîå ðàñøèðåíèÿå ïîíÿòèÿ âåðøèíû äåðåâà ïîçâîëÿåò íàì äîáèòüñÿ â íåêî-
òîðîì ñìûñëå èäåàëüíîé ñáàëàíñèðîâàííîñòè.

Îïðåäåëåíèå. 2-3 äåðåâî � ýòî äðåâîâèäíûé ãðàô, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò ñëå-
äóþùèì óñëîâèÿì:

1. Êàæäàÿ âåðøèíà ñîäåðæèò ëèáî îäíî, ëèáî äâà êëþ÷à, è ïðè ýòîì ëþáàÿ âíóò-
ðåííÿÿ (íå êîíöåâàÿ) âåðøèíà èìååò ñîîòâåòñòâåííî ëèáî äâà ëèáî òðè ïîòîìêà, òàêèì
îáðàçîì, ìû ââîäèì òåðìèíû 2-âåðøèíà è 3-âåðøèíà.

2. Äåðåâî óïîðÿäî÷åíî ïî êëþ÷àì, èìåííî, óïîðÿäî÷åííîñòü 2-âåðøèíû ïîëíîñòüþ
àíàëîãè÷íà óïîðÿäî÷åííîñòè îáû÷íîãî áèíàðíîãî äåðåâà ïîèñêà, à â 3-âåðøèíå êëþ÷è
óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ è êëþ÷è ïîääåðåâà, íà êîòîðîå ïîêàçûâàåò �ñðåäíèé�
óêàçàòåëü, ñîîòâåòñòâåííî áîëüøå ïåðâîãî êëþ÷à è ìåíüøå âòîðîãî êëþ÷à äàííîé
âåðøèíû.

3. Âñå ëèñòû (êîíöåâûå âåðøèíû, íå èìþùèå ïîòîìêîâ) äàííîãî äåðåâà ëåæàò íà
îäíîì óðîâíå.1111

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì äåðåâî, êîòîðîå â ìèíèìàëüíîì âàðèàíòå ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé èäåàëüíî ñáàëàíñèðîâàííîå áèíàðíîå äåðåâî, à â ìàêñèìàëüíîì � èäåàëü-
íîå òåðíàðíîå äåðåâî. Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ N ýëåìåíòîâ ìû ïîëó÷àåì ãëóáèíó äåðåâà îò
log3N äî log2N .

Ïîèñê â äàííîì äåðåâå íå ïðåäñòàâëÿåò ïðîáëåì ñ èäåéíîé òî÷êè çðåíèÿ. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïðè àíàëèçå 3-âåðøèíû íóæíî ïðîñòî ñðàâíèâàòü èñêîìûé êëþ÷ ñ äâóìÿ
çíà÷åíèÿìè è ñîîòâåòñòâåííî ïåðåìåùàòüñÿ â ïîääåðåâî, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò òðå-
áóåìîìó íåðàâåíñòâó.

Íî ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåàëèçàöèè òàêîãî äåðåâà ìû íàòàëêèâàåìñÿ íà ïðîáëåìó ÷òî
âåðøèíû èìåþò ðàçíóþ ñòðóêòóðó, à íàì íàäî êàê-òî óíèâåðñàëüíî çàäàâàòü óêàçà-
òåëè íà ïîòîìêîâ.

Ïðÿìîëèíåéíûé ïîäõîä ìîæåò çàêëþ÷àòüñÿ â ðåàëèçàöèè òîëüêî òåðíàðíûõ 3-
âåðøèí ñ óêàçàíèåì ñêîëüêî êîíêðåòíî çíà÷åíèé èëè ïîòîìêîâ � 2 èëè 3 � åé ñîîò-
âåòñòâóåò. Îäíàêî ïðè òàêîì ðåøåíèè çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ïàìÿòè ìîæåò ïðîïàäàòü
çðÿ. Ýôôåêòèâíîìó ðåøåíèþ çäåñü ìîæåò ïîìî÷ü êîíöåïöèÿ íàñëåäîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì âîò òàêóþ ðåàëèçàöèþ âåðøèí (äëÿ êðàòêîñòè îïóñòèì ïîêà template)

struct TreeNode {
T value;
TreeNode *first, *second;

};

struct TreeNode3 : public TreeNode {
T value2;
TreeNode *third;

};

Çäåñü 3-âåðøèíà (TreeNode3) åñòü íàñëåäíèê 2-âåðøèíû (TreeNode). Â íåé äîáàâ-
ëåíû äîïîëíèòåëüíûå ïîëÿ äëÿ âòîðîãî êëþ÷à è òðåòüåãî ïîòîìêà. Òåïåðü ìû ìîæåì
èñïîëüçîâàòü óêàçàòåëü TreeNode *, êîòîðûé áóäåò â ðàçíûõ ñèòóàöèõ ïðåäñòàâëÿòü
ñîáîé ëèáî áàçîâûé êëàññ, ëèáî ïîðîæäåííûé.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîöåäóðû äîáàâëåíèÿ è óäàëåíèÿ ýëåìåíòîâ â òàêîå äåðåâî.
Ïðè ýòîì ïîñòàðàåìñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâàìè íàñëåäîâàíèÿ äëÿ óïðîùåíèÿ çà-
ïèñè àëãîðèòìîâ. Êàê âñåãäà ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå êëþ÷è â äåðåâå óíèêàëüíû.
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Äîáàâëåíèå

Èäåÿ. Íîâûé ýëåìåíò âñåãäà äîáàâëÿåòñÿ â êîíöåâóþ âåðøèíó. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà
åñòåñòâåííûì ïîèñêîì îïðåäåëÿåòñÿ ýòà âåðøèíà, à ïîòîì íàõîäèòñÿ ìåñòî äëÿ íîâî-
ãî ýëåìåíòà â ýòîé âåðøèíå. Åñëè íàéäåííàÿ âåðøèíà åñòü 2-âåðøèíà, òî îíà ïðîñòî
ïðåîáðàçóåòòñÿ â 3-âåðøèíó, õðàíÿþùóþ åå ñòàðûé êëþ÷ è íîâûé äîáàâëåííûé. Åñ-
ëè îíà áûëà 3-âåðøèíîé, òî îíà ðàñùåïëÿåòñÿ íà 3 êîìïîíåíòû: ëåâûé êëþ÷, ñðåä-
íèé �êîðåíü�, ïðàâûé êëþ÷, êîòîðûå êàê áû îáðàçóþò 2-âåðøèíó ñ äâóìÿ ëèñòàìè-
ïîòîìêàìè, óïîðÿäî÷åííî âûñòðîåííûìè èç òðåõ çíà÷åíèé � äâóõ ñòàðûõ êîðíåé
äàííîé 3-âåðøèíû è íîâîãî äîáàâëåííîãî çíà÷åíèÿ. Òåïåðü âìåñòî ñòàðîãî 3-ëèñòà
ìû äîëæíû âêëþ÷èòü ýòó êîíñòðóêöèþ â ðîäèòåëüñêóþ âåðøèíó äàííîãî 3-ëèñòà.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ñâåëè âñòàâêó äîïîëíèòåëüíîãî ýëåìåíòà â 3-âåðøèíó ê âñòàâêå
íîâîãî çíà÷åíèÿ (âìåñòå ñ åãî ïðàâûì è ëåâûì ïîääåðåâüÿìè) â ðîäèòåëüñêóþ âåðøè-
íó. Â ñâîþ î÷åðåäü, ðîäèòåëüñêàÿ âåðøèíà òàêæå ìîæåò ðàñùåïèòüñÿ èç 3-âåðøèíû
â äâà ïîääåðåâà ñ îáùèì êîðíåì â 2-âåðøèíå, êîòîðûé äîëæåí áûòü âêëþ÷åí â î÷å-
ðåäíîãî ðîäèòåëÿ ââåðõ ïî âåòâè äåðåâà. Åñëè ýòîò ïðîöåññ äîéäåò âïëîòü äî êîðíÿ
âñåãî äåðåâà, òî ó äåðåâà ïîÿâèòñÿ íîâûé êîðåíü, è âñå äåðåâî �ïîäðàñòåò� â äëèíå.

Èëëþñòðàöèÿ äîáàâëåíèÿ â 2-3 äåðåâî
Ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåàëèçàöèè äîáàâëåíèÿ ìîæíî ïðåäëîæèòü òàêóþ ðåêóðñèâíóþ

ïðîöåäóðó. Èìååì íà âõîäå äàííîå çíà÷åíèå X è êîðåíü òåêóùåãî ïîääåðåâà. Ñðàâíå-
íèåì ñ êëþ÷àìè äàííîãî êîðíÿ îïðåäåëÿåì ïîòîìêà, â êîòîðûé íóæíî äîáàâëÿòü ýòî
çíà÷åíèå. Ðåêóðñèâíî âûçûâàåì ïðîöåäóðó äîáàâëåíèÿ îò ýòîãî ïîòîìêà. Ýòîò âûçîâ
ìîæåò çàâåðøèòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Êîðåíü ïîääåðåâà íå èçìåíèëñÿ � äàëåå íè÷åãî äåëàòü íå íàäî.
2. Êîðåíü ïîääåðåâà ñìåíèë òèï ñ 2-âåðøèíû íà 3-âåðøèíó. Íóæíî òîëüêî ñìåíèòü

óêàçàòåëü èç òåêóùåé (ðîäèòåëüñêîé) âåðøèíû íà ýòîãî ïîòîìêà.
3. Ïîääåðåâî ðàñùåïèëîñü íà 3 êîìïîíåíòû, è ñðåäíþþ èç ýòèõ êîìïîíåíò íóæíî

äîáàâèòü â òåêóùåþ âåðøèíó âìåñòå ñ óêàçàòåëÿìè íà êðàéíèå ïîòîìêè-ïîääåðåâüÿ.
Çàìåòèì, ÷òî ï.3 ïî-ðàçíîìó áóäåò ðåàëèçîâàí äëÿ òåêóùåé 2-âåðøèíû è 3-âåðøèíû.

Ýòî ìîæíî åñòåñòâåííî ñäåëàòü, èñïîëüçóþÿ âèðòóàëüíóþ ôóíêöèþ äîáàâëåíèÿ çíà-
÷åíèÿ â ïîääåðåâî ñ êîðíåì â êîíêðåòíîé âåðøèíå.

Âîçìîæíàÿ ðåàëèçàöèÿ ïðèâåäåíà â ïðèìåðå Tree23.h, ãäå ðåàëèçîâàíî äîáàâëåíèå
â 2-3 äåðåâî ñ ïðîñòåéøèì òåñòîì (ðàñïå÷àòêîé ñîñòîÿíèÿ âåðøèí). Â ýòîì ïðèìåðå
ðàáî÷åé ôóíêöèåé äëÿ äîáàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

virtual TreeNode * Add(T &x, TreeNode *&q2);

êîòîðàÿ âîçâðàùàåò óêàçàòåëü íà êîðåíü ïîääåðåâà ïîñëå äîáàâëåíèÿ. Åñëè ïðè ýòîì
íå âîçíèêëî ðàñùåïëåíèå, òî óêàçàòåëü q2 áóäåò ðàâåí nullptr. Åñëè æå ðàñùåïëåíèå
âîçíèêëî, íî âîçâðàùàåìûé óêàçàòåëü åñòü ëåâàÿ êîìïîíåíòà, q2 åñòü ïðàâàÿ êîì-
ïîíåíòà, è x ñîäåðæèò çíà÷åíèå, êîòîðîå íóæíî äîáàâèòü â òåêùóþ (ðîäèòåëüñêóþ
âåðøèíó).

Óäàëåíèå

Êàê è â áèíàðíûõ äåðåâüÿõ, çäåñü ïðèìåíÿåòñÿ ïîõîæàÿ òåõíèêà. Çíà÷åíèå âñåãäà óäà-
ëÿåòñÿ òîëüêî èç êîíöåâîé âåðøèíû. Åñëè òðåáóåòñÿ óäàëèòü çíà÷åíèå èç âíóòðåííåé
âåðøèíû, òî èùåòñÿ ýëåìåíò èç êîíöåâîé âåðøèíû, êîòîðûé ìîæåò åãî ïîäìåíèòü,
ïðîèçâîäèòñÿ ïîäìåíà, è ïîòîì óäàëÿåòñÿ ýòîò ïîäìåííûé ýëåìåíò.

Ïðè ðåàëüíîì óäàëåíèè ñèòóàöèÿ ñòàíîâèòñÿ îáðàòíîé. Âìåñòî ðàñùåïëåíèÿ ïîä-
äåðåâà ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ ñëèÿíèå ïîääåðåâüåâ.

Èëëþñòðàöèÿ óäàëåíèÿ
Òàêèì îáðàçîì, çäåñü òîæå ìîæíî ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü ðåêóðñèâíóþ òåõ-

íèêó. Íàõîäÿñü â òåêóùåé âåðøèíå, ìû èùåì ïîòîìêà, èç êîòîðîãî íàäî óäàëÿòü
çíà÷åíèå, è ðåêóðñèâíî âûçûâàåì ïðîöåäóðó óäàëåíèÿ îò ýòîãî ïîòîìêà. Âîçìîæíû
3 âàðèàíòà çàâåðøåíèÿ ýòîé ïðîöåäóðû.
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1. Êîðåíü ïîääåðåâà íå èçìåíèëñÿ � íà ýòîì âñå çàêàí÷èâàåòñÿ.
2. Êîðåíü ïîääåðåâà ñìåíèë òèï, íî ïîääåðåâî ñîõðàíèëî ïðåæíþþ äëèíó. Çàìå-

íÿåì óêàçàòåëü íà ïîòîìêà è íà ýòîì êîíåö.
3. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëîñü ïîääåðåâî ìåíüøåé äëèíû. Ïðîâîäèòñÿ êîððåêòèðîâ-

êà â òåêóùåé ðîäèòåëüñêîé âåðøèíå, êîòîðàÿ ìîæåò òàêæå ïðèâåñòè ê ñîêðàùåíèþ
äëèíû â ýòîì ïîääåðåâå.

Ïî àíàëîãèè ñ äîáàâëåíèåì ìîæíî ïðåäëîæèòü òàêóþ ôóíêöèþ

virtual TreeNode * Remove(T &x, bool &reduced);

Ôóíêöèÿ âîçâðÿùÿåò óêàçàòåëü íà êîðåíü ïîääåðåâà ïîñëå óäàëåíèÿ, à ïàðàìåòð
reduced ïîêàçûâàåò ñîêðàòèëàñü ëè äëèíà ýòîãî ïîääåðåâà.

Ïðè ðåàëèçàöèè äàííîé ôóíêöèè íàì íóæíî ïðîâåðÿòü ê êàêîìó òèïó îòíîñÿòñÿ
ïîääåðåâmÿ äàííîé òåêóùåé âåðøèíû. Ýòî ìîæíî ñäåäàòü ñ ïîìîùüþ èíñòðóêöèé

TreeNode *p;
p = ....
TreeNode3* q = dynamic_cast<TreeNode3*>(p);

Åñëè p åñòü íà ñàìîì äåëå TreeNode3*, òî q ïîëó÷èò ïðàâèëüíîå íåíóëåâîå çíà÷åíèå ñî-
îòâåòñòâóùåãî óêàçàòåëÿ. Åñëè æå p åñòü óêàçàòåëü íà ðîäèòåëüñêèé êëàññ TreeNode,
òî q áóäåò ðàâíî nullptr.
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