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Òðåáîâàíèÿ è ðåêîìåíäàöèè ïî çàäàíèþ 2 (1 êóðñ, 2 ñåìåñòð)

Âòîðîå çàäàíèå � èòåðàöèîííûå ìåòîäû äëÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàíâåíèé. Âû÷èñëåíèå ðå-
øåíèÿ ñ ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.

Îïèñàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ
Ïóñòü äàíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âèäà

Ax = b,

ãäå A � êâàäðàòíàÿ n× n ìàòðèöà, b � çàäàííûé âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè, x � èñêîìîå ðåøåíèå.
Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ ñèñòåì ñîñòîÿò â âû÷èñëåíèè ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:

1. Âûáèðàåòñÿ íåêîòîðîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ x0 = (x00, . . . , x
0
n−1).

2. Âûïîëíÿåòñÿ íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ïåðåñ÷åòà ïðèáëèæåíèé ê ðåøåíèþ

xk+1 = F (xk, b), k = 0, 1, 2, . . .

ãäå F � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ êîíêðåòíûé ìåòîä âû÷èñëåíèé.
3. Èòåðàöèè ï. 2 ïðîèçâîäÿòñÿ äî âûïîëíåíèÿ íåêîòîðîãî êðèòåðèÿ îñòàíîâêè, íàïðèìåð,

óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ âñåõ óðàâíåíèé ñèñòåìû ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ‖Axk − b‖ < ε. Ïîëó÷åííîå
ïðèáëèæåíèå xk è ñ÷èòàåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñõîäèìîñòü ïðèáëèæåíèé xk ê íåêîòîðîìó ïðåäåëüíîìó âåêòîðó îïðå-
äåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ, è â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ òàêîé ñõîäèìîñòè ìîæåò è
íå áûòü. Îáû÷íî â òåîðèè èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ îïèñûâàþòñÿ êëàññû ìàòðèö è ìåòîäèêà
âûáîðà ïàðàìåòðîâ àëãîðèòìîâ òàê, ÷òîáû ñõîäèìîñòü èìåëà ìåñòî. Â íàøåì ñëó÷àå ìû íå
óãëóáëÿåìñÿ â òåîðèþ, à ëèøü ïðîáóåì ðåàëèçàöèþ èìåííî àëãîðèòìè÷åñêîé ñòîðîíû èòåðàöè-
îííûõ ìåòîäîâ. Çàìå÷àíèÿ ïî ïîâîäó ñõîäèìîñòè áóäóò äàíû íèæå ïðè îïèñàíèè êîíêðåòíûõ
ìåòîäîâ.

Ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè.
Èòåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

xk+1 = xk − α(Axk − b), k = 1, 2, . . .

α � ïàðàìåòð àëãîðèòìà. Òåîðèÿ ãîâîðèò, ÷òî ìåòîä áóäåò ñõîäèòüñÿ îïòèìàëüíûì îáðàçîì, åñ-
ëè ïàðàìåòð âûáèðàåòñÿ êàê α = 2

m+M
, ãäå m,M ñîîòâåòñòâåííî ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû A. Äëÿ íåçíàêîîïðåäåëåííûõ ìàò-
ðèö ñõîäèìîñòü íå ãàðàíòèðóåòñÿ è îáû÷íî åå è íåò. Ïðî îöåíêó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû
ñì. íèæå.

Ìåòîä ñêîðåéøåãî ñïóñêà.
Èòåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

xk+1 = xk − α(Axk − b), k = 1, 2, . . . ,

íî ïàðàìåòð α âûáèðàåòñÿ ïðè ýòîì íà êàæäîì øàãå êàê α = (rk, rk)/(Ark, rk), ãäå (a, b) �
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a è b, rk = Axk − b. Ìåòîä ñõîäèòñÿ äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ïîëî-
æèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèö A.

Ìåòîä Çåéäåëÿ (Ãàóññà�Çåéäåëÿ).
Èòåðàöèîííûå ïðèáëèæåíèÿ íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé

AUx
k+1 = b− ALx

k,

ãäå AU åñòü âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ÷àñòü ìàòðèöû A, âêëþ÷àÿ ãëàâíóþ äèàãîíàëü, à AL åñòü
íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ïîääèàãîíàëüíàÿ ÷àñòü ìàòðèöû A, ò.å. A = AU + AL. Íà äåëå ðåøåíèå
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äàííîé ñèñòåìû äëÿ íàõîæäåíèÿ xk+1 ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ñ òðåóãîëüíîé ìàòåðèöåé
ïî òèïó îáðàòíîé ïîäñòàíîâêè ìåòîäà Ãàóññà. Òîëüêî çäåñü ìû ïåðåíîñèì â ïðàâóþ ÷àñòü åùå
ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû îò óìíîæåíèÿ íèæíåé òðåóãîëüíîé ÷àñòè ìàòðèöû íà ïðåäûäó-
ùåå ïðèáëèæåíèå xk. Ìåòîä çàâåäîìî ñõîäèòñÿ äëÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèö, íî
ìîæåò ñõîäèòüñÿ è äëÿ äðóãèõ ìàòðèö. Ïðè ýòîì ñõîäèìîñòü ìîæåò ïîÿâèòüñÿ èëè èñ÷åçíóòü
ïðè ïåðåñòàíîâêå óðàâíåíèé ñèñòåìû.

Îöåíêà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèåé ìàòðèöû.
Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé � ýòî çàäà÷à íå ìåíåå ñëîæíàÿ, ÷åì

ðåøåíèå ñèñòåìû. Ïîýòîìó ìîæíî ïðèìåðÿòü íåêîòîðûå îöåíêè. Íàèáîëåå ïðîñòîé ñïîñîá îñ-
íîâàí íà òåîðåìå î êðóãàõ Ãåðøãîðèíà, êîòîðóþ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ïðèìåðíî òàê:

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A ëåæàò íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè â îáúåäèíåíèè êðóãîâ

Ci ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ aii è ðàäèóñàìè Ri =
∑

j 6=i |aij|.
Íàïðèìåð, äëÿ ìàòðèöû  5 3 −1

2 7 2
1 −4 10


ïîëó÷àåì, ÷òî äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ëåæàò â äèàïàçîíå [1, 15], è äëÿ
ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè ìîæíî âçÿòü ïàðàìåòð α = 1

8
;

Òî÷íî òàê æå ìîæíî ïðîâåðÿòü ìàòðèöó íà ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü (äåéñòâèòåëüíàÿ
÷àñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñòðîãî áîëüøå íóëÿ).

Ëåíòî÷íûå ìàòðèöû.
Èòåðàöèîííûå ìàòîäû îêàçûâàþòñÿ âåñüìà ýôôåêòèâíûìè äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ñ ëåíòî÷-

íûìè ìàòðèöàìè, ò.å. òàêèìè, ó êîòîðûõ â êàæäîé ñòðîêå òîëüêî íåñêîëüêî ýëåìåíòîâ îòëè÷íû
îò íóëÿ, è ýòè ýëåìåíòû ðàñïîëîæåíû íà íåêîòîðûõ äèàãîíàëÿõ ìàòðèöû. Ïîäîáíûå ñèñòåìû
âîçíèêàþò ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûç óðàâíåíèé, íî îá ýòîì ìû çäåñü íå
ãîâîðèì.

Ïðè÷èíà ïîíÿòíà � óìíîæåíèå ëåíòî÷íîé ìàòðèöû íà âåêòîð ìîæíî âûïîëíèòü î÷åíü áûñò-
ðî, òàê íà íå íàäî óìíîæàòü íà íóëåâûå ýëåìíòû. Ïîýòîìó ïîìèìî ðåàëèçàöèè èòåðàöèîííûõ
ìåòîäîâ �â ëîá� ìîæíî ïðîâåðèòü êàê îíè ðàáîòàþò äëÿ ëåíòî÷íûõ ìàòðèö, ïðèìåíèâ àêêó-
ðàòíîå óìíîæåíèå òàêîé ìàòðèöû íà âåêòîð. Åñòåñòâåííî, äëÿ ýòîãî íàäî çíàòü ñïåöèôèêó
ñòðóêòóðû ìàòðèöû. Íàïðèìåð, ìîæíî ðàññìîòðåòü ñåìåéñòâî òðåõäèàãîíàëüíûõ ìàòðèö, ñå-
ìåñòâî k-äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö, äëÿ êîòîðûõ èçâåñòíî ãäå ðàñïîëîæåíû ýòè äèàãîíàëè è ò.ï.
Òàêæå ðàñïðîñòðàíåíû ïîäõîäû ñ ðàçðåæåííûìè ìàòðèöàìè, êîãäà ìàòðèöà ïðåäñòàâëÿåòñÿ
íå äâóìåðíûì ìàññèâîì, à íåêîòîðîé ñòðóêòóðîé, â êîòîðîé ÿâíî îïèñàíû çíà÷åíèÿ è èíäåêñû
íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ êàæäîé ñòðîêè.
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