
Ðàáîòà íà ÝÂÌ è ïðîãðàììèðîâàíèå, ìåõìàò, 1 êóðñ 2 ïîòîê

Ëåêöèÿ 11. Ïðåäñòàâëåíèå ÷èñåë è ïîñëåäñòâèÿ ýòîãî

Ïðåäñòàâëåíèå öåëûõ ÷èñåë

Íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî � îáû÷íûé äâîè÷íûé êîä â ðàìêàõ çàäàííîãî êîëè÷å-
ñòâà áàéòîâ. 25 = 16 + 8 + 1 → > 00011001 0x19

äèàïàçîí unsigned îò 0 äî 2k − 1, íàïðèìåð, unsigned char � 0− 255
Îòðèöàòåëüíûå öåëûå � äîïîëíèòåëüíûé êîä = îáðàòíûé êîä + 1 ???????
−25 : 00011001 → 11100110 + 1 → 11100111
â ÷àñòíîñòè, −1 → 11111111
Êñòàòè, îáðàòíûé êîä + 1 òàê æå äàåò ïåðåâîä è îò îòðèöàòåëüíûõ ê ïîëîæèòåëü-

íûì, äåéñòâèòåëüíî,
−25 = 11100111 : 00011000 + 1 = 00011001 = 25
Ïîçâîëÿåò íå çàäóìûâàòüñÿ î çíàêå ïðè ñëîæåíèè
25 + (−25) : 00011001 + 11100111 = 100000000, ñòàðøàÿ 1 âûõîäèò çà ðàçðÿäíîñòü
Ïðè ñäâèãå âïðàâî çíàêîâûõ öåëûõ çàïîëíåíèå ïðîèñõîäèò ñòàðøèì áèòîì (ñîõðà-

íÿåòñÿ çíàê)

25>>2 00011001 -> 00000110 (ýòî 6)

(-25)>>2 11100111 -> 11111001 (ýòî -7 = öåëàÿ ÷àñòü -25/4)

Ïåðåïîëíåíèå � ñóììà ïîëîæèòåëüíûõ ìîæåò ñòàòü îòðèöàòåëüíûì
ñóììà áåççíàêîâûõ ÷èñåë ìîæåò ñòàòü ìåíüøå èñõîäíûõ ñëàãàåìûõ
little endian � ìëàäøèé áàéò ïðåäñòàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò (íà÷àëüíîìó) àäðåñó
big endian � ñòàðøèé áàéò ïðåäñòàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò (íà÷àëüíîìó) àäðåñó

Ïðåäñòàâëåíèå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë

Ñòàíäàðò IEEE 754 (ðåäàêöèÿ 2008 ã)
×èñëî ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé (�oating point number)
x =M · 2P , M � ìàíòèññà, P � ïîðÿäîê, äëÿ åäèíñòâåííîñòè 1 ≤M < 2.
Ñòàíäàðò îïèñûâàåò ìíîãî âñåãî:
ñîáñòâåííî ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë ñ ðàçíîé òî÷íîñòüþ
ïîíÿòèÿ ñïåöèàëüíûõ ÷èñåë
îïåðàöèè è îêðóãëåíèÿ
âû÷èñëåíèå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé
âû÷èñëåíèÿ ñî ñïåöèàëüíûìè ÷èñëàìè
è ïð.
Ìû ðàññìîòðèì òîëüêî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ �oat è double

float çíàê 1 áèò | ïîðÿäîê 8 áèò | ìàíòèññà 23 áèòà

double çíàê 1 áèò | ïîðÿäîê 11 áèò | ìàíòèññà 52 áèòà

ìàíòèññà � áåç ñòàðøåé åäèíèöû
ïîðÿäîê ñî ñäâèãîì (íà ïîëîâèíó ðàçðÿäíîñòè, ò.å. P+2k−1−1 ò.å. +127 èëè +1023)
ñîîòâåòñòâåíî ôîðìàëüíî ìèíèìàëüíûé ïîðÿäîê

00000000 -> 2^{-127} 00000000000 -> 2^{-1023}

11111111 -> 2^{+128} 11111111111 -> 2^{+1024}

ðàçáèåíèå ÷èñëîâîé îñè:
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ïîðÿäîê ìàíòèññà

x|00...00|00...00 +- íóëü

x|00...00|00...01 äåíîðìàëèçîâàííûå ÷èñëà (min)

x|00...00|11...11 äåíîðìàëèçîâàííûå ÷èñëà (max)

x|00...01|00...00 íîðìàëèçîâàííûå ÷èñëà (min)

x|11...10|11...11 íîðìàëèçîâàííûå ÷èñëà (max)

x|11...11|00...00 +- áåñêîíå÷íîñòü INF

x|11...11|xx...xx NaN not a number

Íåòðóäíî âû÷èñëèòü äèàïàçîíû ýòèõ ÷èñëå è ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè ïðåä-
ñòàâèìûìè ÷èñëàìè

ìèíèìàëüíîå íîðìàëèçîâàííîå ÷èñëî �oat 2−126 ∼ 1.175 · 10−38
ìàêñèìàëüíîå íîðìàëèçîâàííîå ÷èñëî �oat 2127(2− 2−23) ∼ 3.4 · 10+38

øàã äåíîðìàëèçîâàííûõ ÷èñåë 2−126−23 = 2−149 ∼ 1.4 · 10−45
ìèíèìàëüíîå íîðìàëèçîâàííîå ÷èñëî double 2−1022 ∼ 2.2 · 10−308
ìàêñèìàëüíîå íîðìàëèçîâàííîå ÷èñëî double 21023(2− 2−52) ∼ 1.8 · 10+308

øàã äåíîðìàëèçîâàííûõ ÷èñåë 2−1022−52 = 2−1074 ∼ 4.9 · 10−324
Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ñ äîïîëíèòåëüíûì êîëè÷åñòâîì çíàêîâ (80 äëÿ ìàíòèñ-

ñû). Îêðóãëåíèå ðåçóëüòàòà äî áëèæàéøåãî ïðåäñòàâèìîãî ÷èñëà ïðè àðèôìåòè÷å-
ñêèõ îïåðàöèÿõ.

Ïðèìåðû: Íåñêîëüêî ïðèìåðîâ âëèÿíèÿ ñïåöèôèêè ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë íà âû-
÷èñëåíèÿ

ôàéë num.cpp

Ïîãðåøíîñòü ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé

Êàê âèäíî èç âûøåñêàçàííîãî, ïîãðåøíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë èìååò
îòíîñèòåëüíûé õàðàêòåð, ò.å. âìåñòî òî÷íîãî çíà÷åíèÿ x ìû ðàáîòàåì ñ ÷èñëîì x(1 +
ε), ãäå ε åñòü âåëè÷èíà ïîðÿäêà (ïîëó)øàãà ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ïðåäñòàâèìûìè
÷èñëàìè èç îòðåçêà [1, 2).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé òî÷íûé îòâåò èñêàæà-
åòñÿ, è ìû ìîæåì îöåíèòü îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü òàêîãî èñêàæåíèÿ, èñõîäÿ èç
ïîãðåøíîñòåé èñõîäíûõ îïåðàíäîâ. Ðàññìîòðèì ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ýëåìåíòàðíûå
îïåðàöèè.

Ïóñòü ìû èìååì äâà îïåðàíäà x, y è ñîîòâåòñòâåííîî ðàáîòàåì ñ èõ èñêàæåííûìè
ïîãðåøíîñòüþ çíà÷åíèÿìè x(1 + εx), y(1 + εy). Òàê êàê íà èíòåðåñóåò îöåíêà ïîãðåø-
íîñòè, ò.å. åå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â îïåðàöèÿõ ýòà
ïîãðåøíîñòü âñåãäà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íàèõóäøèì äëÿ íàñ îáðàçîì (ñêëàäûâàåòñÿ è
íå êîìïåíñèðóåòñÿ). È ïîýòîìó áóäåì òàêæå äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàòü, ÷òî εx ∼ εy ∼ ε.

Ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå.

Ïðåäñòàâèì ðåçóëüòàò îïåðàöèè â âèäå ÷èñëà ñ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ, ò.å.
(x± y)(1 + δ). Äëÿ íàèõóäøåãî âàðèàíòà èìååì

x(1 + ε)± y(1 + ε) ∼ (x± y) + ε(|x|+ |y|) = (x± y)
(
1 + ε |x|+|y|

x±y

)
.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ðåçóëüòàòà δ = ε |x|+|y|
x±y ìîæåò îêà-

çàòüñÿ íàìíîãî áîëüøå îòíîñèòåëüíûõ ïîãðåøíîñòåé îïåðàíäîâ, åñëè, íàïðèìåð, â
çíàìåíàòåëå âû÷èòàþòñÿ äâà áëèçêèõ ÷èñëà. Èíîãäà ïîäîáíûé ðîñò îòíîñèòåëüíîé
ïîãðåøíîñòè ìîæåò ñóùåñòâåííî ïîâëèÿòü íà èíòåðïðåòàöèþ ðåçóëüòàòà.

Ïðèìåð. Êâàäðàòíîå óðàâíåíèå.

Óìíîæåíèå.
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x(1 + ε) · y(1 + ε) ∼ (xy)(1 + 2ε+ ε2).
Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè óìíîæåíèè îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ìîæåò âîçðàñòè â

äâà ðàçà â õóäøåì ñëó÷àå.
Äåëåíèå.

Äåëåíèå ìîæíî ñâåñòè ê óìíîæåíèþ íà îáðàòíîå çíà÷åíèå. Ò.å. äîñòàòî÷íî ðàñ-
ñìîòðåòü êàê âûãëÿäèò îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü äëÿ 1/x.

1
x(1+ε)

= (1−ε)
x(1−ε2) ∼

1
x
(1− ε).

Çäåñü îòáðîñèëè êâàäðàò ïîãðåøíîñòè êàê âåëè÷èíó áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà. Òà-
êèì îáðàçîì, îáðàòíàÿ âåëè÷èíà èìååò òó æå îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü è ñîîòâåò-
ñòâåííî äåëåíèå âåäåò ñåáÿ òàê æå êàê è óìíîæåíèå, ò.å. ìîæåò óâåëè÷èòü îòíîñèòåëü-
íóþ ïîãðåøíîñòü íå áîëåå, ÷åì â äâà ðàçà.

Íà ïðàêòèêå, êîíå÷íî, ïîãðåøíîñòè ìîãóò êîìïåíñèðîâàòüñÿ çà ñ÷åò ñâîèõ çíàêîâ,
íî îñîáî ðàññ÷èòûâàòü íà ýòî íå ñòîèò.
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