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Òåìà 5. Áûñòðûå äåðåâüÿ ïîèñêà

AVL äåðåâî

Îáû÷íîå äåðåâî ïîèñêà ìîæåò âûðîæäàòüñÿ â ñïèñîê è ñîîòâåòñòâåííî òðóäîåìêîñòü
ðàáîòû ìîæåò ñòàòü O(N). Îäíàêî ëþáîé íàáîð ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ìîæíî îðãàíè-
çîâàòü â äåðåâî ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé ãëóáèíîé.

Ïðîáëåìà: ìîæíî ëè îðãàíèçîâàòü ðàáîòó ñ äåðåâîì (ïîèñê, äîáàâëåíèå, óäàëåíèå)
ñ ñîõðàíåíèåì ëîãàðèôìè÷åñêîé ñëîæíîñòè â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè?

Îäíî èç ðåøåíèé � AVL äåðåâî (Àäåëüñîí-Âåëüñêèé è Ëàíäèñ).
Èäåÿ � ïîääåðæêà ñáàëàíñèðîâàííîñòè ïî ãëóáèíå (äëèíå) ïóòåì �ïîâîðîòîâ� (èë-

ëþñòðàöèÿ).
Îïðåäåëåíèå. Ãëóáèíà (äëèíà) äåðåâà � ýòî íàèáîëüøàÿ äëèíà åãî âåòâåé îò

êîðíÿ.
Îïðåäåëåíèå. Èäåàëüíî ñáàëàíñèðîâàííîå äåðåâî � ýòî òàêîå, â êîòîðîì äëèíû

âñåõ âåòâåé îò êîðíÿ îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åì íà 1.
Î÷åâèäíî, äëèíà èäåàëüíî ñáàëàíñèðîâàííîãî äåðåâà ñ N óçëàìè åñòü ∼ log2N . Íî

ïîääåðæèâàòü èäåàëüíóþ ñáàëàíñèðîâàííîñòü ïðè äîáàâëåíèè è óäàëåíèè íå óäàåòñÿ
ñî ñëîæíîñòüþ O(log2N).

Îïðåäåëåíèå. Ñáàëàíñèðîâàííîå AVL äåðåâî � ýòî òàêîå, â êîòîðîì â ëþáîé
âåðøèíå äëèíû ëåâîãî è ïðàâîãî ïîäåðåâüåâ îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åì íà 1.

Ïðèìåð. Èäåàëüíî ñáàëàíñèðîâàííîå è AVL äåðåâî � ýòî ðàçíûå âåùè!
Îïðåäåëåíèå. Áàëàíñ âåðøèíû åñòü ðàçíîñòü äëèí ïðàâîãî è ëåâîãî ïîääåðåâüåâ.
Ïðèìåð. Äåðåâî Ôèáîíà÷÷è � áàëàíñ âñåõ âíóòðåííèõ âåðøèí ðàâåí 1.
Óòâåðæäåíèå. Äëèíà äåðåâà Ôèáîíà÷÷è ñ N âåðøèíàìè åñòü O(log2N).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü N(k) åñòü êîëè÷åñòâî âåðøèí äåðåâà Ôèáîíà÷÷è ãëóáèíû

k. Èìååì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå
N(k) = N(k − 2) +N(k − 1) + 1
N(0) = 0, N(1) = 1
Áóäåì èñêàòü ðåøåíèåì ýòîãî ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ â âèäå
N(k) = ak − 1
Äåéñòâèòåëüíî,

ak − 1 = ak−2 − 1 + ak−1 − 1 + 1

èëè

a2 − a− 1 = 0, a1, a2 =
1±
√
5

2

Óìíîæåíèå íà êîíñòàíòó íå ìåíÿåò ðåøåíèÿ, ò.å. C1a
k
1 +C2a

k
2 − 1 � òîæå ðåøåíèå

Êîíñòàíòû íàõîäÿòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé:
C1 + C2 − 1 = 0
C1a1 + C2a2 − 1 = 1
Ïîñêîëüêó ãëàâíûì ÷ëåíîì â ýëåìåíòàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè N(k) ÿâëÿåòñÿ C1a

k
1,

òî ïðè áîëüøèõ k ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî N(K) ∼ C1a
k
1, îòêóäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

k ∼ log2N/ log2 a1 − log2C1/ log2 a1 < log2N/ log2 a1 < 1.5 log2N

Óòâåðæäåíèå. Ïðîèçâîëüíîå AVL äåðåâî äëèíû k èìååò íå ìåíüøå óçëîâ, ÷åì
äåðåâî Ôèáîíà÷÷è äëèíû k.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ ïî èíäóêöèè.
Ïóñòü óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ AVL äåðåâüåâ äëèíû îò 0 äî k− 1. Ðàññìîòðèì

êîðåíü ïðîèçâîëüíîãî AVL äåðåâà äëèíû k. Ïóñòü ýòî äåðåâî èìååò M óçëîâ. Îäíî èç
ïîääåðåâüåâ ýòîãî êîðíÿ èìåþò äëèíó k−1, à âòîðîå � äëèíó k−1 èëè k−2. Ïóñòü êî-
ëè÷åñòâî óçëîâ ê ýòèõ ïîääåðåâüÿõ åñòü M1 è M2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ
èíäóêöèè èìååì

M1 ≥ N(k−1), M2 ≥ N(k−2) =⇒M = M1+M2+1 ≥ N(k−1)+N(k−2)+1 = N(k)

Óòâåðæäåíèå. Äëèíà ïðîèçâîëüíîãî AVL äåðåâà ñ N óçëàìè íå ïðåâîñõîäèò
1.5 log2N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èäåÿ. Ñîïîñòàâèì äåðåâó ãëóáèíû k ñ N óçëàìè òî÷êó íà ïëîñ-
êîñòè ñ êîîðäèíàòàìè (k,N). Ïî ïðåäûäóùåìó óòâåðæäåíèþ âñå òî÷êè äëÿ AVL äå-
ðåâüåâ áóäóò ëåæàòü íå íèæå êðèâîé N = N(k) (äëÿ äåðåâà Ôèáîíà÷÷è). Êñòàòè,
ýòè òî÷êè áóäóò ëåæàòü íå âûøå êðèâîé N = 2k − 1. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äàííîãî N
òî÷êè âñåõ AVL äåðåâüåâ áóäóò îáðàçîâûâàòü ãîðèçîíòàëüíûé îòðåçîê ìåæäó ýòèìè
êðèâûìè, ò.å. ìàêñèìàëüíîå k ðåàëèçóåòñÿ äëÿ äåðåâà Ôèáîíà÷÷è.

Èòàê, AVL äåðåâî èìååò ëîãàðèôìè÷åñêóþ äëèíó îòíîñèòåëüíî ÷èñëà óçëîâ, è
òåïåðü íàäî îáåñïå÷èòü òðóäîåìêîñòü äîáàâëåíèÿ è óäàëåíèÿ ñ òàêèì äåðåâîì â ãðà-
íèöàõ O(logN).

AVL äåðåâî, äîáàâëåíèå è óäàëåíèå ýëåìåíòîâ

Äëÿ óçëà AVL äåðåâà ïðèìåì ñòðóêòóðó

template <class T>
struct TreeNode
{

T value;
TreeNode *left, *right;
int balance; // ðàçíîñòü ìåæäó äëèíàìè ïîääåðåâüåâ
TreeNode() { left = right = nullptr; }

}

Äîáàâëåíèå.
Áóäåì ðåàëèçîâûâàòü äîáàâëåíèå íà îñíîâå ðåêóðñèâíîé ïðîöåäóðû. Îñíîâíàÿ

èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî äîáàâëÿåì ýëåìåíò êàê â îáû÷íîå äåðåâî ïîèñêà, íî åñëè
ïðè ýòîì íàðóøàåòñÿ áàëàíñ â êîðíå êàêîãî ëèáî ïîääåðåâà, òî ïûòàåìñÿ èñïðàâèòü
ñèòóàöèþ ïðè ïîìîøè òàê íàçûâàåìîãî ïîâîðîòà âîêðóã íåêîòîðîé âåðøèíû ïîääå-
ðåâà.

Èëëþñòðàöèÿ: ïîâîðîò âîêðóã óêàçàííîé âåðøèíû (ëåâûé èëè ïðàâûé).

Ïîâîðîò ïîçâîëÿåò íàì ïåðåìåñòèòü óçëû èç îäíîãî ïîääåðåâà â äðóãîå è òàêèì
îáðàçîì ïîïðîáîâàòü âûðîâíÿòü áàëàíñû â äàííîì ïîääåðåâå.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìîòðèì ñëó÷àé äîáàâëåíèÿ â ëåâîå ïîääåðåâî.

Èëëþñòðàöèÿ: äåðåâî äî è ïîñëå äîáàâëåíèÿ â ëåâîå ïîäåðåâî.

Ïðè äîáàâëåíèè ëåâîå ïîääåðåâî ìîæåò ñîõðàíèòü ñâîþ äëèíó, è â ýòîì ñëó÷àå
áîëüøå íàì íè÷åãî äåëàòü íå íàäî. Åñëè æå äëèíà ìåíÿåòñÿ (óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1),
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òî íàì, âîçìîæíî, ïîòðåáóåòñÿ ïåðåñòðîéêà. Êàêóþ ïåðåñòðîéêó è êàê âûïîëíÿòü
çàâèñèò îò òîãî êàêèå áàëàíñû áûëè çàôèêñèðîâàíû â èñõîäíîì äåðåâå.

Èòàê, ìû äîáàâèëè ýëåìåíò â ëåâîå ïîääåðåâî. Ðåêóðñèâíàÿ ïðîöåäóðà äîáàâëåíèÿ
âûïîëíèëà ñâîþ ðàáîòó â ýòîì ïîääåðåâå è ïðèâåëà åãî êîððåêòíîìó AVL ñîñòîÿíèþ.
Ïðè ýòîì, âîçìîæíî, êîðåíü ïîääåðåâà èçìåíèëñÿ, íî ïðîöåäóðà âåðíóëà íàì óêàçà-
òåëü íà ýòîò êîðåíü. Òàêèì îáðàçîì, çàãîëîâîê ïðîöåäóðû äîáàâëåíèÿ ìîæåò èìåòü
òàêîé (óïðîùåííûé) âèä

TreeNode * Add(TreeNode *r, const T &x, int &grow)

ãäå r � êîðåíü ïîääåðåâà äî äîáàâëåíèÿ,
x � äîáàâëÿåìîå çíà÷åíèå,
grow � âåëè÷èíà ïðèðîñòà ïîääåðåâà ïîñëå äîáàâëåíèÿ (0 èëè 1),
âîçâðàùàåìîå çíà÷åíèå � êîðåíü ïîääåðåâà ïîñëå äîáàâëåíèÿ,
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíî âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè, ñ÷èòàÿ, ÷òî èñõîäíîå äåðåâî

èìåëî äëèíó k è ëåâîå ïîääåðåâî óâåëè÷èëîñü ïðè äîáàâëåíèè. Ïóñòü À � êîðåíü
òåêóùåãî ïîääåðåâà, B � êîðåíü ëåâîãî ïîääåðåâà (ò.å. ëåâûé ïîòîìîê A).

1. Áàëàíñ À åñòü 1 èëè 0. Òîãäà ïåðåñòðîéêà íå íóæíà. Òîëüêî áàëàíñû A èçìåíÿ-
þòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íà 0 è -1.

2. Áàëàíñ À åñòü -1. Ïåðåñòðîéêà îäíîêðàòíûì ïðàâûì ïîâîðîòîì â À. Íåîáõîäèìî
ðàññìîòðåòü áàëàíñû Â. Ïðîáëåìà ðàçðåøàåòñÿ äëÿ áàëàíñîâ B ðàâíûõ -1 è 0.

3. Áàëàíñ À åñòü -1, áàëàíñ B åñòü 1. Ðàññìàòðèâàåì Ñ � ïðàâûé ïîòîìîê âåðøèíû
B è åãî ïîääåðåâüÿ. âûïîëíÿåì äâîéíîé ïîâîðîò (ëåâûé â B è ïðàâûé â A). Ïðîáëåìà
ðàçðåøàåòñÿ, ðàññòàíîâêà áàëàíñîâ çàâèñèò îò áàëàíñîâ âåðøèíû C.

Èëëþñòðàöèÿ: ïîâîðîòû è áàëàíñû äëÿ ñëó÷àåâ 1, 2, 3.

Ðåçóëüòàòû ýòèõ äåéñòâèé ìîæíî ñâåñòè â îáùóþ òàáëèöó.
Òàáëèöà äîáàâëåíèÿ â ëåâîå ïîääåðåâî

áàëàíñû
ñòàðûå íîâûå èçì. äëèíû ïåðåñòðîéêà
A B C A B C
1 0 0
0 -1 1
----------------------------------------------------------------
-1 -1 0 0 0 L1 îäíîêðàòíûé ïîâîðîò
-1 0 -1 1 1 L1
----------------------------------------------------------------
-1 1 0 0 0 0 0 L2 äâîéíîé ïîâîðîò
-1 1 1 0 -1 0 0 L2
-1 1 -1 1 0 0 0 L2

Òåïåðü, îïèðàÿñü íà ýòó òàáëè÷êó, áóäåì ñòðîèòü ðåêóðñèâíóþ ïðîöåäóðó.

TreeNode * Add(TreeNode *A, const T &x, int &grow)
{

if (A == nullptr) { // ïóñòîå äåðåâî
A = new TreeNode;
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A->value = x;
grow = 1;
return A;

} else {
TreeNode *B, *C;
if (x < A->value) { // äîáàâëåíèå íàëåâî

A->left = Add(A->left, x, grow); // äîáàâèëè
if (grow == 0) { // äëèíà íå óâåëè÷èëàñü

grow = 0;
return A;

} else { // äëèíà óâåëè÷èëàñü
switch(A->balance) {
case 1: // íàø ñëó÷àé 1

A->balance = 0;
grow = 0;
return A;

case 0; // òîæå íàø ñëó÷àé 1
A->balance = -1;
grow = 1;
return A;

case -1: // íàø ñëó÷àé 2
// çäåñü íà÷èíàåòñÿ ñàìîå èíòåðåñíîå
....

}
}

}
if (x > A->value) { // äîáàâëåíèå íàïðàâî

A->right = Add(A->right, x, grow);
.... ñèììåòðè÷íûé êîä ....

}
// x äîëæåí áûòü óíèêàëüíûì !!!

}
}

// âîò è îíî --- òî ñàìîå èíòåðåñíîå
B = A->left;
switch (B->balance) {
case -1: // ðàçðåøåíèå ñëó÷àÿ 2

A->left = B->right; B->right = A;
A->balance = B->balance = 0;
grow = 0;
return B;

case 0; // ðàçðåøåíèå ñëó÷àÿ 2
A->left = B->right; B->right = A;
A->balance = -1; B->balance = 1;
grow = 1;
return B;

case 1: // íàø ñëó÷àé 3
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.....
}

// è òåïåðü ñëó÷àé 3
switch (B->balance) {
....
case 1:

Ñ = B->right;
B->right = Ñ-left; C->left = B;
A->left = Ñ-right; C->right = A;
switch(C->balance) {
case 0: A->balance = B->balance = C->balance = 0; break;
case 1: A->balance = C->balance = 0; B->balance = -1; break;
case -1: A->balance = 1; B->balance = C->balance = 0; break;
}
grow = 0;
return C;

}

Èç òàáëèöû ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íå áîëåå äâóõ ïåðåñòðîåê äëÿ êàæäîãî äî-
áàâëåíèÿ.

Åñëè èñïîëüçóåòñÿ ññûëêà íà ðîäèòåëÿ, òî åå âîññòàíàâëèâàåì ñòàíäàðòíûì îáðà-
çîì

if (A->left) A->left->parent = A;
if (A->right) A->right->parent = A;

È àíàëîãè÷íî äëÿ äðóãèõ âåðøèí ïðè ïîâîðîòàõ.
Óäàëåíèå.
Òîò æå ïðèíöèï, ÷òî è â ïðîñòîì äåðåâå ïîèñêà. Åñëè ó ýëåìåíòà íå áîëåå îäíîãî

ïîòîìêà, òî óäàëÿåì, à åñëè ïîòîìêîâ 2, òî ïîäìåíÿåì çíà÷åíèå è óäàëÿåì ïîäìåííûé
ýëåìåíò. Ò.å. íåîáõîäèìîñòü áàëàíñèðîâêè âîçíèêàåò ïðè ðåàëüíîì óäàëåíèè ýëåìåíòà
(äëèíà äåðåâà ìîæåò ñîêðàòèòüñÿ).

ïðåæíÿÿ ïðîöåäóðà:

TreeNode * Remove(TreeNode * A, const T & x, int &grow)
{

TreeNode *p;
if (A == nullptr) return nullptr;
if (x > A->value) {

A->right = Remove(A->right, x, grow);
// ìîãëà ñîêðàòèòüñÿ äëèíà
// if (grow < 0) BalanceRight(...)

} else if (x < A->value) {
A->left = Remove(A->left, x, grow);

// ìîãëà ñîêðàòèòüñÿ äëèíà grow < 0 ?
// if (grow < 0) BalanceLeft(...)

} else {
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if (A->right == nullptr) {
p = A->left;
delete root; // äëèíà çàâåäîìî ñîêðàòèëàñü
grow = -1
return p;

}
if (A->left == nullptr) {

p = A->right;
delete root; // äëèíà çàâåäîìî ñîêðàòèëàñü
grow = -1
return p;

}
p = SearchRightmost (A->left);
A->value = p->value;
A->left = Remove(A->left, A->value, grow);
// if (grow < 0) BalanceLeft(...)

}
return A; // åñëè ðàíüøå íå âåðíóëè äðóãîé êîðåíü :))

}

Ðàññìîòðèì óäàëåíèå ñëåâà

TreeNode * Remove (TreeNode *A, T &x, int grow);

TreeNode * BalanceLeft (TreeNode *A, int grow);
// âîçâðàùàåò óêàçàòåëü íà êîðåíü ïåðåñòðîåííîãî äåðåâà

Èëëþñòðàöèÿ. Ïåðåñòðîéêà R1
Èëëþñòðàöèÿ. Ïåðåñòðîéêà R2
Ñâîäíàÿ òàáëèöà áàëàíñîâ ïðè ïåðåñòðîéêå ïðàâîãî ïîääåðåâà ïðè óäàëåíèè ñëåâà

áàëàíñû
ñòàðûå íîâûå èçì. äëèíû ïåðåñòðîéêà
A B C A B C
-1 0 -1
0 1 0
1 1 0 0 -1 R1
1 0 1 -1 0 R1
1 -1 0 0 0 0 -1 R2
1 -1 -1 0 1 0 -1 R2
1 -1 1 -1 0 0 -1 R2

Èç òàáëèöû ñëåäóåò, ÷òî ïåðåñòðîéêè ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ ïî öåïî÷êå âïëîòü äî
êîðíÿ.

Ñèììåòðè÷íî, åñëè çàäåéñòâîâàíû äðóãèå ñòîðîíû.
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