
Ðàáîòà íà ÝÂÌ è ïðîãðàììèðîâàíèå, ìåõìàò, 2 êóðñ 2 ïîòîê

Àðèôìåòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå

Â îñíîâå àëãîðèòìà àðèôìåòè÷åñêîãî êîäèðîâàíèÿ ëåæèò î÷åíü ïðîñòàÿ è êðàñèâàÿ
èäåÿ. Âõîäíîé ïîòîê áàéòîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê çàïèñü íåêîòîðîãî ÷èñëà, â êîòîðîé
âõîäíûå ñèìâîëû èãðàþò ðîëü �öèôð�. Àëãîðèòì ïåðåâîäèò ýòó çàïèñü â äâîè÷íîå
ïðåäñòàâëåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü ìû èìååì âõîäíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíîé n áàéò. Îáîçíà÷èì ÷àñòîòó
ïîÿâëåíèÿ áàéòà ñî çíà÷åíèåì k â ýòîé âõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷åðåç αk, k =
0, . . . , 255. Çäåñü ïîä ÷àñòîòîé ìû ïîíèìàåì îòíîøåíèå êîëè÷åñòâà ïîÿâëåíèé äàííîãî
ôèêñèðîâàííîãî áàéòà ê êîëè÷åñòâó âñåõ áàéò. Òàêèì îáðàçîì, 0 ≤ αk ≤ 1,

∑255
k=0 αk =

1, è êîëè÷åñòâî ïîÿâëåíèé äàííîãî áàéòà åñòü pk = αkn.
Ðàçîáúåì îòðåçîê s0 = [0, 1] íà ïîäîòðåçêè, ðàâíûå ïî äëèíå αk è ñîïîñòàâèì ýòè

îòðåçêè ñîîòâåòñòâóþùèì çíà÷åíèÿì áàéòîâ âõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Âîçüìåì ïåðâûé áàéò âõîäíîãî ïîòîêà è ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèé åìó îòðåçîê

(îáîçíà÷èì åãî s1). Ðàçîáúåì îòðåçîê s1 ïðîïîðöèîíàëüíî ÷àñòîòàì αk (àíàëîãè÷íî
òîìó, êàê áûë ðàçáèò îòðåçîê s0). Òåïåðü âîçüìåì ñëåäóþùèé âõîäíîé áàéò è ðàññìîò-
ðèì ñîîòâåòñòâóþùèé åìó îòðåçîê s2 ⊂ s1. Äàëåå ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ àíàëîãè÷íî
(ò.å. ðàçáèâàåì òåêóùèé âûáðàííûé îòðåçîê ïðîïîðöèîíàëüíî ÷àñòîòàì è âûáèðàåì
â íåì ñëåäóþùèé îòðåçîê ïî íîâîìó ïîñòóïèâøåìó áàéòó âõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè). Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ äðóã â äðóãà îòðåçêîâ
s0 ⊃ s1 ⊃ s2 ⊃ . . . ⊃ sn. Ðåçóëüòàòîì êîäèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëþáîå ÷èñëî, ïðèíàäëå-
æàùåå ïîñëåäíåìó âûáðàííîìó îòðåçêó sn. Äåêîäèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ äîñòàòî÷íî
ïðîñòî. Äëÿ ýòîãî íàäî âçÿòü êîäèðóþùåå ÷èñëî è ïðîâåðèòü êàêîìó èç îòðåçêîâ
ðàçáèåíèÿ îíî ïðèíàäëåæèò. Ýòà ïðîâåðêà äàñò ïåðâûé áàéò èñõîäíîãî íàáîðà äàí-
íûõ. Çàòåì ìîæíî îïðåäåëèòü êàêîìó âòîðîìó îòðåçêó ïðèíàäëåæèò ÷èñëî è ò.ä.
Äëÿ óñòðàíåíèÿ íåîäíîçíà÷íîñòè êîäèðîâàíèÿ è äåêîäèðîâàíèÿ ñëåäóåò èñêëþ÷èòü
èç ïðîâåðêè îäíó èç ãðàíèö îòðåçêîâ (íàïðèìåð, ïðàâóþ). Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî äëÿ
âîçìîæíîñòè äåêîäèðîâàíèÿ ñëåäóåò çíàòü òàáëèöó ÷àñòîò è îáùåå êîëè÷åñòâî áàé-
òîâ â èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (èíà÷å íåÿñíî â êàêîé ìîìåíò ïðåêðàùàòü ïðîöåññ
äåêîäèðîâàíèÿ).

Îïèøåì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ êîäèðóþùåé äðîáè â âèäå ïñåâäîêîäà. Ïóñòü ýëå-
ìåíòû ìàññèâà a[i] çàäàþò òî÷êè ãðàíèö îòðåçêîâ ÷àñòîòíîãî ðàçáèåíèÿ äëÿ áàéòà,
ò.å. αi = a[i+ 1]− a[i], à ôóíêöèÿ NextByte() ÷èòàåò è âîçâðàùàåò î÷åðåäíîé áàéò
âõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ëèáî çíà÷åíèå EOI ïðè îêîí÷àíèè íàáîðà äàííûõ (EOI �
End Of Information). Îïèñàííûé âûøå àëãîðèòì âûãëÿäèò òàê:

left = 0;
right = 1;
while ( (k=NextByte()) != EOI ) {

d = right - left;
right = left + d*a[k+1];
left = left + d*a[k];

}

Ïî îêîí÷àíèè ýòîãî öèêëà â êà÷åñòâå êîäèðóþùåé äðîáè ìîæíî âçÿòü ëþáîå ÷èñëî x,
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ left ≤ x < right.

Äåêîäèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ îáðàùåíèåì îïèñàííîãî âûøå ïðîöåññà.

x = <êîäèðóþùàÿ äðîáü>
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n = <îáùåå ÷èñëî ñèìâîëîâ â èñõîäíîì ôàéëå>
while (n--) {

k = Interval (x); // íàéòè íîìåð èíòåðâàëà, ñîäåðæàùåãî x
Output(Symbol(k)); // âûâåñòè k-é ñèìâîë
d = a[k+1]-a[k] // äëèíà èíòåðâàëà äëÿ k-ãî ñèìâîëà
x = (x - a[k])/d; // ïðåîáðàçóåì äðîáü äëÿ ñëåäóþùåãî ñèìâîëà

}

Àëãîðèòì àðèôìåòè÷åñêîãî êîäèðîâàíèÿ ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîðàçèòåëüíûì ðå-
çóëüòàòàì. Íàïðèìåð, åñëè ïðè êîäèðîâàíèè îêàæåòñÿ, ÷òî îêîí÷àòåëüíûé îòðåçîê
ñîäåðæèò òî÷êó 0.510 = 0.12, òî ìû ïîëó÷èì âûõîäíîé êîä äëèíîé â 1 áèò! (íå ñ÷èòàÿ,
êîíå÷íî, íàêëàäíûõ ðàñõîäîâ â âèäå òàáëèöû ÷àñòîò è êîëè÷åñòâà âõîäíûõ áàéòîâ).
Îäíàêî, â îáùåì ñëó÷àå íà ýòî íåëüçÿ ïîëàãàòüñÿ, è âîçíèêàåò ðåçîííûé âîïðîñ: à
ïî÷åìó ýòîò àëãîðèòì â ïðèíöèïå ñïîñîáåí ñæèìàòü èíôîðìàöèîííî èçáûòî÷íûå íà-
áîðû äàííûõ?

Òåîðåìà. Äëÿ çàäàííîé âõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû N ñèìâîëîâ ìåòîä
àðèôìåòè÷åñêîãî êîäèðîâàíèÿ äàåò êîä, äëèíà êîòîðîãî íå áîëüøå L ≈ NE, ãäå
E � èíôîðìàöèîííàÿ ýíòðîïèÿ òàáëèöû ÷àñòîò ñèìâîëîâ âõîäíîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè.

(èíôîðìàöèîííàÿ ýíòðîïèÿ � êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè ïîØåííîíó =
∑
αi logα

−1
i ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü αk � äëèíû îòðåçêîâ èñõîäíîãî ðàçáèåíèÿ è pk = αkN �
êîëè÷åñòâî ïîÿâëåíèé áàéòà ñî çíà÷åíèåì k. Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî äëèíà ïîñëåäíåãî
êîäèðóùåãî îòðåçêà ðàâíà

l =
∏

k:αk 6=0

αpkk .

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîäà íàì íóæíî íàéòè ÷èñëî, ïðèíàäëåæàùåå òàêîìó îòðåçêó è èìå-
þùåå ïî âîçìîæíîñòè íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî áèò â ñâîåì äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû â ïðîèçâîëüíîì îòðåçêå äëèíû l íàøëàñü äâîè÷íàÿ äðîáü, ñîäåð-
æàùàÿ L çíà÷àùèõ ðàçðÿäîâ, äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà 2−L ≤ l. Îòñþäà
ïîëó÷àåì L ≥ − log2 l. Òàê êàê íàñ èíòåðåñóåò äðîáü ñ íàèìåíüøèì êîëè÷åñòâîì çíà-
÷àùèõ ðàçðÿäîâ, òî ïðèíèìàåì L ≈ − log2 l çà äëèíó âûõîäíîãî êîäà àëãîðèòìà, ò.å.

L ≈ − log2
∏

k:αk 6=0

αpkk =
∑

k:αk 6=0

Nαk log2 αk = NE.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü âõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùàÿ èç N áàéò (èëè
8N áèò), èìååò íåðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòîò çíà÷åíèé îòäåëüíûõ áàéòîâ.
Òîãäà êîäèðóþùàÿ äðîáü ìåòîäà àðèôìåòè÷åñêîãî êîäèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíà ìåíåå ÷åì 8n áèòàìè.

Ëåììà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé âíèç íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå
(a, b). Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàáîðà x1, . . . , xm ∈ (a, b) âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

1

m

m∑
k=1

f(xk) ≥ f
(
1

m

m∑
k=1

xk

)
,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè x1 = x2 = . . . = xm.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåãêî ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî m ñ ó÷åòîì õîðîøî èçâåñòíîãî

íåðàâåíñòâà äëÿ âûïóêëûõ âíèç ôóíêöèé: αf(x1) + (1−α)f(x2) > f(αx1 + (1−α)x2),
0 < α < 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ. Äëÿ áàéòîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàáëèöà ÷àñòîò
{α0, . . . , α255}.

E = −256N 1

256

∑
k:αk 6=0

αk log2 αk ≤ −N · 256
(
α0 + . . .+ α255

256

)
log2

(
α0 + . . .+ α255

256

)
=

= −N log2
1

256
= 8N.

Òàê êàê íå âñå αk îäèíàêîâûå, òî èìååì çíàê < â íåðàâåíñòâå.
Àëãîðèòì àðèôìåòè÷åñêîãî êîäèðîâàíèÿ èìååò è àäàïòèâíûé âàðèàíò, êîòîðûé

ïî ïðèíöèïàì ïîñòðîåíèÿ àíàëîãè÷åí àäàïòèâíîìó ìåòîäó Õàôôìåíà. Ýòîò àëãîðèòì
ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì (íà ïðèìåðå áàéòîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè)

1. Ñòðîèòñÿ òàáëèöà ÷àñòîò äëà ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ò.å. âñå îòðåçêè ðàç-
áèåíèÿ èìåþò äëèíó 1/256).

2. Î÷åðåäíîé îòðåçîê ðàçáèåíèÿ âûáèðàåòñÿ ïî î÷åðåäíîìó âõîäíîìó ñèìâîëó íà
îñíîâàíèè òåêóùåé òàáëèöû ÷àñòîò.

3. Òàáëèöà ÷àñòîò ïåðåñ÷èòûâàåòñÿ ñ ó÷åòîì ïîÿâëåíèÿ òîëüêî ÷òî îáðàáîòàííîãî
âõîäíîãî ñèìâîëà.

4. Ïðîäîëæàåì îáðàáîòêó ïî ïóíêòàì 2�4, ïîêà åñòü âõîäíûå ñèìâîëû.
5. Â îêîí÷àòåëüíîì îòðåçêå ðàçáèåíèÿ âûáèðàåì êîäèðóþùóþ äðîáü.
Àäàïòèâíîå äåêîäèðîâàíèå ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî.
1. Ñòðîèòñÿ òàáëèöà ÷àñòîò äëà ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ò.å. âñå îòðåçêè ðàç-

áèåíèÿ èìåþò äëèíó 1/256).
2. Èùåòñÿ î÷åðåäíîé îòðåçîê, ñîäåðæàùèé êîäèðóþùóþ äðîáü, íà îñíîâàíèè òå-

êóùåé òàáëèöû ÷àñòîò. Âûõîäíîé ñèìâîë îïðåäåëÿåòñÿ ïî íàéäåííîìó îòðåçêó.
3. Òàáëèöà ÷àñòîò ïåðåñ÷èòûâàåòñÿ ñ ó÷åòîì ïîÿâëåíèÿ òîëüêî ÷òî ïîëó÷åííîãî

âûõîäíîãî ñèìâîëà.
4. Ïðîäîëæàåì îáðàáîòêó ïî ïóíêòàì 2�4, ïîêà åñòü íå èñ÷åðïàåòñÿ îáùåå êîëè-

÷åñòâî ñèìâîëîâ.
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