
Ðàáîòà íà ÝÂÌ è ïðîãðàììèðîâàíèå, ìåõìàò, 2 êóðñ 2 ïîòîê

Òåìà 10. Èññëåäîâàíèå ñîðòèðîâîê

Ðàññìàòðèâàåì ñîðòèðîâêè ñ òî÷êè çðåíèÿ
� ãàðàíòèðîâàííîé òðóäîåìêîñòè
� ñðåäíåé òðóäîåìêîñòè
� äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè
Ëþáàÿ ðåêóðñèâíàÿ ïðîöåäóðà çàõâàòûâàåò äîïîëíèòåëüíóþ ïàìÿòü ïðîïîðöèî-

íàëüíî ãëóáèíå ðåêóðñèè.
Ïðèìèòèâíûå ñîðòèðîâêè � O(n2), äîï. ïàìÿòü íå òðåáóåòñÿ
ñ èñïîëüçîâàíèåì ñðàâíåíèé:
heapsort � ãàðàíòèðîâàíî O(n log n), äîï. ïàìÿòü íå òðåáóåòñÿ
quicksort � ãàðàíòèðîâàíî O(n2), ñðåäíÿÿ O(n log n), äîï. ïàìÿòü � ãëóáèíà ðå-

êóðñèè O(log n)
mergesort � ãàðàíòèðîâàíî O(n log n), äîï. ïàìÿòü O(n)
+ âàðèàíòû ãàðàíòèðîâàíî O(n log2 n), äîï. ïàìÿòü íå òðåáóåòñÿ
+ âàðèàíòû ãàðàíòèðîâàíî O(n log n), äîï. ïàìÿòü íå òðåáóåòñÿ, íî æóòêàÿ êîí-

ñòàíòà â O() :)
áåç èñïîëüçîâàíèÿ ñðàâíåíèé
countsort � ãàðàíòèðîâàíî O(n), äîï. ïàìÿòü O(n+2p), p � ÷èñëî áèò â ïðåäñòàâ-

ëåíèè ÷èñåë
radixsort � ãàðàíòèðîâàíî O(np), p � ÷èñëî áèò â ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåë
Òåîðåìà. Ëþáàÿ ñîðòèðîâêà ìàññèâà èç n ýëåìåíòîâ, èñïîëüçóþùàÿ ïîïàðíûå

ñðàâíåíèÿ è ïåðåñòàíîâêè ýëåìåíòîâ, íå ìîæåò èìåòü ãàðàíòèðîâàííóþ òðóäîåìêîñòü
T ñ îöåíêîé ëó÷øå ïî ïîðÿäêó, ÷åì O(n log n), ò.å. ñóùåñòâóåò c = const, ÷òî äëÿ ëþáîé
òàêîé ñîðòèðîâêè T ≥ c(n log n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èäåÿ:
Äåðåâî àëãîðèòìà (âåðøèíû � ñðàâíåíèÿ, ðåáðà � ïåðåõîä ñ äðóãîé ïàðå ýëåìåí-

òîâ).
Â ýòîì äåðåâå n! êîíöåâûõ âåðøèí (ëèñòüåâ) òàê êàê êàæäàÿ ïåðåñòàíîâêà íà âõîäå

äîëæíà â èòîãå ïðèéòè ê îòñîðòèðîâàííîìó ñîñòîÿíèþ. Åñëè � ãëóáèíà äåðåâà, òî
ïîëó÷àåì 2h ≥ n!.

Ôîðìóëà Ñòèðëèíãà n! ≈
√
2πn(n/e)n.

Èëè h ≥ log2 n! = log21 + . . .+ log2 n >
n
2
log2

n
2
.

Ýòî ôóíäàìåíòàëüíàÿ òåîðåìà, ïîçâîëÿþùàÿ ïîëó÷àòü àíàëîãè÷íûå íèæíèå îöåí-
êè äëÿ äðóãèõ çàäà÷, ñâîäÿ èõ ê çàäà÷å ñîðòèðîâêè.

Íàïðèìåð, ïîñòðîåíèå âûïóêëîé îáîëî÷êè. Èäåÿ: xi ↔ (xi, x
2
i ).

Ñðåäíÿÿ òðóäîåìêîñòü áûñòðîé ñîðòèðîâêè.
Òåîðåìà. Áûñòðàÿ ñîðòèðîâêà èìååò ñðåäíþþ òðóäîåìêîñòü O(n log n) ïðè óñëî-

âèè ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîçèöèè ðàçäåëåíèÿ ìàññèâà íà êàæäîì øàãå.
Äîêàçàòåëüñòâî.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Tn ñðåäíþþ òðóäîåìêîñòü ñîðòèðîâêè ìàññèâà èç n ýëåìåíòîâ.

Ýòà òðóäîåìêîñòü ñêëàäûâàåòñÿ èç îïåðàöèé ïî ðàçäåëåíèþ ìàññèâà íà äâå ÷àñòè (÷òî
òðåáóåò ïîðÿäêà n îïåðàöèé) è òðóäîåìêîñòè ñîðòèðîâîê äâóõ ïîäìàññèâîâ (äëèíîé
k è n− k, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ðàçäåëåíèå ïðîèçîøëî â ïîçèöèè k). Ïðèíèìàÿ âî
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âíèìàíèå íàøå îïðåäåëåíèå ñðåäíåé òðóäîåìêîñòè, ïîëó÷àåì îöåíêó

Tn ≤ cn+
1

n− 1

n−1∑
k=1

(Tk + Tn−k) = cn+
2

n− 1

n−1∑
k=1

Tk,

ãäå c � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.
Äîêàæåì, ÷òî ìîæíî âûáðàòü êîíñòàíòû a, b, òàê, ÷òî áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåí-

ñòâî
Tn ≤ an log2 n+ b ∀n > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ïî èíäóêöèè. Áàçà èíäóêöèè (n = 1) î÷åâèäíà. Òàê êàê
ìàññèâ èç îäíîãî ýëåìåíòà ñîðòèðîâàòü íå íàäî, òî ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî òðåáóå-
ìîå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî ñ b = 1 (ýòà åäèíñòâåííàÿ îïåðàöèÿ íóæíà, ÷òîáû ïðè
âûïîëíåíèè àëãîðèòìà ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî n = 1).

Ïóñòü óêàçàííîå íåðàâåíñòâî âåðíî äëÿ k ≤ n − 1, äîêàæåì åãî ñïðàâåäëèâîñòü
äëÿ k = n. Èñïîëüçóÿ ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, èìååì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ

n−1∑
k=1

Tk ≤
n−1∑
k=1

(ak log2 k + b) ≤ a
n/2∑
k=1

k log2 k + a
n−1∑

k=n/2+1

k log2 k + b(n− 1) ≤

≤ a log2
n

2

n/2∑
k=1

k + a log2 n
n−1∑

k=n/2+1

k + b(n− 1) = a log2 n
n−1∑
k=1

k − a
n/2∑
k=1

k + b(n− 1) =

=
an(n− 1)

2
log2 n−

an(n+ 2)

8
+ b(n− 1).

Ïîäñòàâèì ïîëó÷èâøóþñÿ îöåíêó â èñõîäíîå íåðàâåíñòâî

Tn ≤ cn+
2

n− 1

n−1∑
k=1

Tk ≤ cn+ an log2 n−
an(n+ 2)

4(n− 1)
+2b ≤ an log2 n+ b+ [b+n(c− a/4)].

Òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî áóäåò âûïîëíåíî, åñëè ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå a è b ìû ñìî-
æåì ñäåëàòü íåïîëîæèòåëüíûì ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî áàçà èíäóêöèè
âûïîëíåíà äëÿ b = 1, ïîëó÷àåì äëÿ a íåðàâåíñòâî

a ≥ 4b

n
+ 4c ≥ 2 + 4c, n > 1.

Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåìàÿ îöåíêà âûïîëíåíà ñ b = 1, a = 4c + 2, ãäå êîíñòàíòà c
îïðåäåëÿåòñÿ âûáðàííûì àëãîðèòìîì ðàçäåëåíèÿ ìàññèâà íà äâå ÷àñòè. Òåîðåìà äî-
êàçàíà.

Áóäåò ëè â ðåàëüíîñòè âûïîëíåíî óñëîâèå ðàâíîâåðîÿòíîé ïîçèöèè ðàçäåëåíèÿ ?
Ýòî çàâèñèò îò ïîäõîäà ê âûáîðó ðàçäåëÿþùåãî ýëåìåíòà.
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Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîðòèðîâêà

Åñòü ÷àñòè÷íî-óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Íàäî åãî âûñòðîèòü â ïîðÿäêå, êîãäà äëÿ
âñåõ ñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ âûîëíåíû óñëîâèÿ �óïîðÿäî÷åííîñòè�. Ïðèëîæåíèå � ïëà-
íèðîâàíèå ðàáîò, íåêîòîðûå îïåðàöèè äîëæíû áûòü âûïîëíåíû ðàíüøå äðóãèõ, à äëÿ
íåêîòîðûõ îïåðàöèé âçàèìíûé ïîðÿäîê ïðîèçâîëåí.

Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîðòèðîâêà � îáõîä ãðàôà â ãëóáèíó.
Ãðàô: âåðøèíû � ýòî ýëåìåíòû, ðåáðà � îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà (îò ìåíüøåãî ê áîëü-

øåìó).
Áåðåì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó è çàïóñêàåì ïîèñê â ãëóáèíó. Â ìîìåíò ïåðåêðàøè-

âàíèÿ âåðøèíû â ÷åðíûé öâåò, äîáàâëÿåì åå â íà÷àëî ñïèñêà óïîðÿäî÷åííûõ âåðøèí.
Åñëè âåðíóëèñü â íà÷àëüíóþ âåðøèíó, íî åñòü åùå íåïðîéäåííûå âåðøèíû, òî âûáè-
ðàåì ïðîèçâîëüíóþ íåïðîéäåííóþ è ïðîäîëæàåì ïðîöåññ ñ íåå.

Ñëåäñòâèå. Ïðè ñîðòèðîâêå ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà ðàçìåðà N òîïîëî-
ãè÷åñêàÿ ñîðòèðîâêà èìååò òðóäîåìêîñòü O(N2). (Åñòü áîëüøàÿ àíàëîãèÿ ñ ìåòîäîì
ïåðåñòàíîâêè ìàêñèìóìà)
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